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Abstract 

Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring with perfect residue field. Let X be a smooth for- 
mal scheme over V. We prove than a DJ^ Q-module which is overcoherent after any change of basis is an holonomic 

Q-module. Furthermore, we check that this implies than a bounded complex £ of Q-modules is overholo- 
nomic after any change of basis if and only if, for any integer j, is overholonomic by change of basis. 

Resume 

Soil V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques, de corps residuel parfait. Soil X un 
schema formel lisse sur V. Nous etablissons qu'un Q-module qui est surcoherent apres tout changement de base 

est un Q-module holonome. De plus, nous en deduisons qu'un complexe borne de dI^ Q-modules £ est sur- 
holonome apres tout changement de base si et seulement si, pour tout entier j, est surholonome apres tout 

changement de base. 
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Introduction 

Ce travail s'inscrit dans la theorie des 2)-modules arithmetiques de P. Berthelot. Cette theorie constitue une version 
arithmetique de celle des modules sur le faisceau des operateurs differentiels (pour une introduction generale consul ter 
IIBer02 l. autrement lire dans I'ordre llBer901 . nBer96b1 . PBerOOl). Comme I'avait conjectue Berthelot, cette theorie, via 
la notion de surholonomie (voir l,Car09b1 ). permet d'obtenir dans un travail en commun avec Tsuzuki (voir I1CT081 ) 
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une cohomologie p-adique sur les varietes algebriques sur un corps de caracteristique p > stable par les six opera- 
tions cohomologiques de Grothendieck, i.e., image directe, image directe extraordinaire, image inverse, image inverse 
extraordinaire, produit tensoriel, foncteur dual. Voici le contexte de cette theorie : soit V un anneau de valuation dis- 
crete complet d'inegales caracteristiques {Q,p), de corps residuel suppose parfait. Soit X un V-schema formel integre 
et lisse, X sa fibre speciale. Dans la version arithmetique de Berthelot, le faisceau des operateurs differentiels usuels 
D est remplace par Dq. Plus precisement, il construit le faisceau sur X des operateurs differentiels de niveau fini et 

d'ordre infini note q ; ce dernier correspondant a la tensorisation par Q (indique par I'indice Q) du complete faible 
p-adique (indique par le symbole « t ») du faisceau classique Vx des operateurs differentiels sur X (i.e. au sens de 
Grothendieck |.Gro67t 16]). Berthelot a aussi obtenu la notion de F-D'^ ^-module « holonome » en s'inspirant du cas 

classique : un f -©^ Q-module coherent (i.e un 2?^ Q-module coherent avec une structure de Frobenius) est holonome 
s'il est nul ou si la dimension de sa variete caracteristique est egale a la dimension de X. 

Parallelement, trois autres notions ont ete introduites dans cette theorie des D-modules de Berthelot. La notion 
de « surcoherence » avait ete definie (voir ||Car04 |) afin d'eviter d'utiliser la conjecture de Berthelot sur la stabilite 
de I'holonomie par image inverse extraordinaire. En effet, on verifie sans difficulte que la surcoherence est au moins 
stable par image inverse extraordinaire et image directe. En gros, elle se definit de la maniere suivante : un CD-module 
est surcoherent s'il est coherent et s'il reste coherent apres image inverse extraordinaire (voir par exemple [Car09dl 
pour une justification). Cette notion de surcoherence avait ete raffinee via la notion de « surholonomie » afin d'obtenir 
de surcroit des coefficients stable par dualite. Apres avoir fait le lien avec la cohomologie rigide de Berthelot (voir 
l|Ber96al , IILS07 I), lien qui a ete initie par Berthelot dans ||Ber90 Ber96b BerOO | puis prolonge dans I'ordre [|Car09a1 , 
OCar06al ICar071 (avec structure de Frobenius), (ICarl Ibl (sans structure de Frobenius), la notion de « devissabilite en 
isocristaux surconvergents » a ete developpee. Lorsque que Ton dispose d'une structure de Frobenius, d' apres llCarl Ibl 
5.2.4] (qui etend tres legerement [CT08 1), on sait que ces trois notions de surholonomie, de surcoherence et de devis- 
sabilite en F-isocristaux surconvergents sont toujours identiques. Un ingredient fondamental de ces equivalences est le 
theoreme de la reduction semi-stable de Kedlaya (voir ||Ked07l|Ked08|[Ked09ilKed[l ), theoreme qui utilise la structure 
de Frobenius, qui est faux en general et qui prolonge de maniere tres remarquable le theoreme de la monodromie 
p-adique etabli separement par Andre, Kedlaya, Mebkhout (voir IIAnd02l rKed04l lMeb02ll ) ou du theoreme analogue 
de Tsuzuki dans le cas des F-isocristaux unites (voir |Tsu021). De plus, sur les varietes quasi-projectives et avec une 
structure de Frobenius, on a valide I'equivalence entre les notions de surholonomie et d'holonomie (voir ||Car09cl ). 
Ces resultats etaient des coroUaires des conjectures de Berthelot sur la stabilite de I'holonomie par operations coho- 
mologiques (voir MCar09bl ). 

Lorsque Ton ne dispose pas de structure de Frobenius, la definition de la variete caracteristique d'un Q-module 

coherent pose probleme. Cependant, il est possible de definir la dimension d'un 2)^ Q-module coherent £ (lorsque £ 
est muni d'une structure de Frobenius, on verifie qu'elle est egale a la dimension de la variete caracteristique de £). 
La notion d'holonomie a alors ete naturellement etendue sans structure de Frobenius dans [Carlla] et se comporte a 
bien des egards aussi bien qu'avec structure de Frobenius. Dans ce papier nous etablissons que les ©t^ Q-modules qui 
sont surcoherents apres tout changement de base sont holonomes. II n'est pas clair que la reciproque soit vraie sans 
structure de Frobenius, mais on ne dispose pas a I'heure actuelle de contre-exemple. On donne ensuite dans ce travail 
une application a 1' etude de la surholonomie : un complexe de D ^- Q-m odules est surholonome apres tout changement 
de base si et seulement si ses espaces de cohomogie le sont (voir l3.4.5] l. 

Decrivons maintenant I'organisation de ce papier II s'articule en trois parties. Les deux premiers chapitres eta- 
blissent des resultats preliminaires qui permettront d'obtenir les deux resultats principaux de ce travail donnes dans le 
dernier Precisons a present leur contenu. 

Dans le premier chapitre, dans le cas d'une immersion fermee de schemas affines, lisses sur une base noetherienne 
et munis de coordonnees locales, nous calculons explicitement les morphismes d'adjonction entre I'image directe et 
I'image inverse extraordinaire dans les categories de CD-modules. Nous verifions ensuite que I'image directe par une 
immersion fermee commute a I'image inverse extraordinaire par une immersion fermee. 

Dans le cas d'une immersion fermee de V-schemas formels affines, lisses et munis de coordonnees locales, nous 
etendons dans le deuxieme chapitre le calcul des morphismes d'adjonction par passage a la limite projective de la 
situation du premier chapitre. Nous y expliquons pourquoi, afin d'obtenir des categories stables par image directe 
et image inverse extraordinaire d'une immersion fermee, il s'agit de travailler cette fois-ci exclusivement avec des 
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modules sur les sections globales de faisceaux d'operateurs differentiels de niveau fixe, et non plus avec des modules 
sur des faisceaux d'operateurs differentiels de niveau fixe. 

Enfin, dans la derniere partie, apres quelques complements sur la notion d'holonomie sans structure de Frobenius 
developpee dans llCarl lal . grace aux isomorphismes de changement de base du premier chapitre et aux morphismes 
d'adjonction du deuxieme chapitre, nous etablissons le resultat principal de ce papier : un D'^ ^-module surcoherent 
apres tout changement de base est holonome. On verifie ensuite que cela implique que la notion de « surholonomie 
apres tout changement de base » est stable pour tout entier j par le foncteur j-ieme espace de cohomologie, i.e. par 

Notations 

Soient V un anneau de valuations discretes complet d'inegales caracteristiques {Q,p), de corps residuels k suppose 
parfait, d'uniformisant 7t, de corps des fractions K. 

Les faisceaux seront notes avec des lettres calligraphiques, les lettres droites correspondantes signifiant alors leur 
section globale. Le symbole chapeau designe toujours la completion p-adique. Si / : Z — > X est un morphisme de 
V-schemas formels lisses, on notera pour tout / G N par /, : Z, — > X, le morphisme de schemas induit par reduction 
modulo 7t'+' (et de meme pour d'autres lettres de I'alphabet). On notera simplement X ou Z a la place de Xq ou Zq. 

Nous reprendrons les notations standards concernant les faisceaux d'operateurs differentiels apparaissant dans la 
theorie des 2)-modules arithmetiques de Berthelot (e.g. voir [Ber96b | pour les constructions detaillees de ces fais- 
ceaux et MBer02l pour les constructions des operations cohomologiques telles que I'image directe ou I'image inverse 
extraordinaire). 
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1 Immersion fermee de schemas lisses et D -modules quasi-coherents 

Dans ce chapitre, on designe par m un entier positif, S un schema noetherien. Sauf mention explicite du contraire, 
nous travaillerons dans la categoric des S'-schemas (lisses) et nous omettrons alors d'indiquer S dans les notations 
concernant les operateurs differentiels. 

1.1 Preliminaires : quelques calculs en coordonnees locales 

Soit u : X une immersion fermee de S'-schemas lisses. On note (x)x le faisceau des formes differentielles sur X de 
degre maximal, de meme pourZ. On dispose du (D^"'',M-i'D^"')-bimodule D^'^^^ := m*©^™' et du (m-12)^"',D^'"V 
bimodule D^xl^z "d(-^x"' ®0x ®0z I'indice d signifiant que Ton choisit la structure droite du D^^- 
bimodule a droite 2)j^"' <S)Ox ©x'- '-^'^P'^^^ HBerOOl 3.4.1], vial'isomorphisme de transposition echangeant les structures 

droite et gauche de D^' ^Ox ^x^' '^^ rappelle que D^^^ isomorphe a coz ®0z Mg(2-'x"' ®0x "^x')' I'indice g 
signifiant que Ton choisit la structure gauche cette fois-ci. Cependant, par souci de precisions (e.g. pour les calculs 
locaux), nous prendrons exclusivement la definition 2)^'^2 m^(D^'' ®z ' ) ^Oz ®z- 

Dans cette section, supposons S affine, X affine et muni de coordonnees locales ti,...,t„ relativement a S telles 
que Z — V{ti ,tr). Notons 3 I'ideal de I'immersion fermee u. Conformement aux notations adoptees dans le pre- 
ambule de ce papier, on note Os, Ox et Oz les sections globales de Os, Ox et de Oz ; de meme pour les sections 
globales d'autres faisceaux. On notera alors pour i ~ 1, . . . ,d et k E N les operateurs de i^^y'^ associes cano- 

niquement a ces coordonnees locales. Dans ce cas, les elements de D^"' s'ecrivent de maniere unique sous la forme 
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^^gi^n (resp. LjtgNn 3^-^(")ai;), la somme n'ayant qu'un nombre fini de termes G Ox non nuls et ou 

a<i>(„,) :=n"=i^'''^*"''- 

Notations 1.1.1. La sous-O^-algebre de engendree par les elements {8^ ^'''"'^ , . . . ,3^^ | A;i , . . . e 

N} sera notee Os{di,- . . ,3r}'^™'. S'il n'y apas de risque de confusion (avec les elements de Z)^"' oilX' = V(f,+i , . . . ,?«)), 
les elements 3<(i'2)>(m) ^ ^yg^. / ^ et G N"^'' de composantes nuUes, constituant la (9j-base canonique de cette Os- 
algebre commutative seront simplement notes . 

On ne confondra cette Oj-algebre commutative avec le polynome a puissances divisees de niveau m en r variables 
a coefficients dans Os de llBer96bl 1.5.3] et note Os < di, . . . ,3,- >(,„). On pourrait d'ailleurs appeler la (9s-algebre 
Os{di, . . . , 3r}'"'', le polynome a puissances « symetriquement » divisees de niveau m en r variables a coefficients dans 
Os. 

Notations 1.1.2. Dans ce qui suit, plusieurs notations et isomorphismes dependrontdu choix des coordonnees locales 
mais pour alleger les notations nous ne les indiquerons pas. 

On dispose de I'egalite D^^Xx ^(Z, D^'l'^^) = D^'^'/ZD^"'. Cette egalite est compatible avec les structures 
canoniques de D^"'-modules a gauche respectives. Pour tout P G Z)^"'' '^^'■^ image dans En 

particulier, si a G Ox, alors [a]z designe I'image de a dans Oz- 

La structure de D^'^-module a gauche sur se decrira via risomorphisme [T7L9.1| ci-dessous. 

Notations 1.1.3. Le module D^"' ®0s Os{3\t ■ ■ ,3/-}''"' est muni canoniquement d'une structure de D^"' -module a 
gauche. On beneficie du morphisme canonique a^"^^^ : D^"' — > D^"' Ooj . . . ,3r}''"' defini en posant 

4'$/. f L -Lr'^'A -LIE [«(.;)]zr^>""' 1 «r^><"' 

les Ok G Ox etant nuls sauf pour un nombre fini. S'il n'y a pas de doute sur la base ou sur le niveau, on notera 
simplement az.x ■ 

En considerant la structure de O^-module induite par la structure de D^"'-module a gauche sur D^'' (resp. induite 
par la structure de D^"' -module a gauche sur ' (E)Os Os{di,. . .,drY"'h, on verifie que Oz,x est (9x-lineaire (pour 
les structures gauches, a ne pas confondre avec la linearite comme D^'' -modules a droite de |LL9l l. De plus, az,x 
est surjective et son noyau est Id''^"\ On notera alors par O^"^^^ : D^'^/ZD^^"'' D^'"^ ®0s Os{c^\, ■ ■ ■ ,drY'"'' ou 
simplement Oz.x I'isomorphisme (9z-lineaire induit caracterise par la formule 

oz^x ( [ E «^3<^^"'"]z I ■=Oz.x I E ) = E I E I 

\ ^gN" / V^gN" / [ew \ jm"- 

1.1.4 (Changement de base et de niveau). Soient m' > m un entier, S' ^ S \xn morphisme de schemas noethe- 
riens affines (pour simplifier). On note X' := X XsS', Z' :— Z XsS', u' : Z' ^ X' I'immersion fermee induite et 
f : X' ^ X la projection canonique. D'apres l|Ber96bl 2.2.2.2] et 0Ber96bl 2.2.16], on dispose des morphismes d'an- 

neaux /^^D^"'^ — > ^xys' ^ '^x'/s'' dispose ainsi des homomorphismes d'anneaux Z)^"'^ — > D^^x' js'^ 

r,(>»') 
^z/s ^^z'/s'- 

Les coordonnees locales f 1 , . . . , f„ sur X relativement a S induisent canoniquement des coordonnees locales f J , . . . , 
sur X' relativement a S'. On notera alors 8^ pour i — 1, . . . ,ii et A; G N les operateurs de Z^^yy associes. No- 
tons Osi{d\,. . . jd'r}^'" la sous-O^z-algebre de D^'^jL, engendree par les elements pour 1 < / < r et G N. 



Comme rhomomorphisme Z)^"^ ^x'/s' ^nvoie 8,- sur 8, il induit la factorisation Os{di,- ■ . ,8, }' 
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Os'{d[,. . . Avec de plus la formule 0Ber96bl 2.2.3.1], on calcule que les morphismes o^^l^^ commutent aux 

changements de base et aux changements de niveau, i.e. le diagramme canonique commutatif : 

<5 4";1 ®Os Os{du- ■ ■A}'^"'^ (1.1.4.1) 

("'') 

est commutatif. 

Notations 1.1.5. Soit ; e N"-'. On ne confondrapas F element a^f-^^'^l™) e D^™' avec F element e D^"'. Pour 

eviter les risques de confusion (e.g. pour les formules ll.l.7.2l ou ll.2.6.2l i. contrairement a la situation de ll. 1.11 on ne 
simplifiera pas dans cette situation Fecriture de d^^-l^^i'") via d^i^("<) . 

On note ZJ^'x sous-Ox-algebre de D^"' engendree par les elements de la forme avec j E N"^' . Via 

la formule llBer96bl 2.2.4.(iv)], les elements de s'ecrivent (de maniere unique) de la forme Y.jm"-'' ^ j^'^^''-^^'"^ 
(ou de la forme 'LjeW'-'-^^^-'-^^"'''bj) avec bj S Ox et nuls sauf pour un nombre fini. 

Comme / est engendre comme 0^ -module par fi,...,fr qui sont dans le centre de £>2X' ^'^ obtient D^^jrl = 

ID^zx- unicite des ecritures decrites ci-dessus, on dispose de plus de Fegalite /D^'' ^^^zx ~ ^^z^x- identifiant 

Z)^"^ aux elements de D^"' (E>Os Os{di , . . . ,3r}'™' dont les coefficients de sont nuls pour / 7^ 0, on verifie la 

formule a^xl^^z"') ~ ^z^x- L'isomorphisme az,x se factorise ainsi en Fisomorphisme (9z-lineaire (pour les structures 
gauches) 

az,x : 41M1^ = D^/tD'^ ^ , (1.1.5.1) 
toujours note Oz,x si aucune confusion n'est a craindre. 

1.1.6. Soient Z' ^ Z une seconde immersion fermee, P e D^z/^- identifications du type de ll.l.SK e.g. on voit 

^zx(^) comme un element de D^^^), on dispose alors de Fegalite de transitivite dans D^T' : 

r^^o<^=<^^. (1.1.6.1) 

Leirnne 1.1.7. Soient £ un D^^^^ -module a gauche, x E E, P E D^zx' surjection canonique E — > E /IE. En se 

rappelant que <3z,x{P) = ^z,x{[P]z) G D^^^ (voir \1.1.5.1i . on dispose de la formule 

Oz,x{P)-Mz^[P-x]z. (1.1.7.1) 

Demonstration. Comme la formule [1.1.7. II est (9x-lineaire par rapport a P (pour la structure gauche de Ox-module 
sur Z?zx)' comme le cas oil P G Ox est clair, il suffit de prouver que, pour tout /' G N"^' , on dispose de la formule : 

8<Z>("0 . [x]z = [8<®.z)>H .x]z, (1.1.7.2) 

oil G N*^ est de composantes nuUes, d'^l^i"') g Z)^"' et g Dx"' ■ Cela decoule d'un calcul aise en se rappelant 

de la definition de la structure de D^ '^-module a gauche sur u* (£) construite fonctoriellement a partir des stratifications 
correspondant a la structure de I)^"'-module a gauche sur £ (voir MBerOOl ). □ 

Leirnne 1.1.8. L'isomorphisme [7. 7 . 5. 7 1 

^2.x ■ lJz,xl^z,x^ -^z.xl^^z.x — ^ (1.1.8.1) 
est un isomorphisme de Oz-algebres. On dispose ainsi du morphisme de Ox-algebres CJz.x '■ D^zx ^ 4"'- 
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Demonstration. On sait deja que Oz.x est un isomorphisme Oz-lineaire (pour les structures gauches). Soient P,Q G 
D^2x- II reste a etablir la fortnule Oz.x{[PQ\z) = '^z.x{[P]z)'^z.x{[Q\z)- Par (9z-linearite de Oz.x (pour les structures 
gauches), il suffit de I'etablir pour P = a<(2.z)>(»,) et g = bd<'^-'-^> , ou b e Ox et 7,/ G N'-'. D'apres la formule 
l|Ber96bl 2.2.4.(iv)], on calcule dans D^"' : 

a<(oj)>(»,)/,a<(o.D>(m) ^ ^ | ^,|a<(o.i-/)>(„,)(^)3<(oj')>(,„,3<(oi)>(„)^ 

Avec IIBer96bl 2.2.4.(iii)] utilise sur Z)^ ^ puis sur Z)^ \ on en deduit la formule 1 1.1.8.21 : 

oz,x([a'''-'^'><'"'^'a<'-'-'><'"']z) = L {/ } [a<*-'^"^''><"''(^)]za<^'><'"'a<->('") (i. 1.8.2) 

= £ I j,|3<(z-/>H([Z7]2)a</>wa<>("0 ^a<(z)>(,«)[fo]2a<>(,«). (i. 1.8.3) 

D'apres [TT. 7. ll utilise pour £ Ox, pour tout /' < on dispose de la formule {[b]z) = g^'-^^^l"-) {b)]z, ce 

qui donne la premiere egalite de ll. 1.8. 3] La derniere resulte de [|Ber96bl 2.2.4. (iv)] sur Z^z"'- D'oil le resultat. □ 

Proposition 1.1.9. Les elements de -D^"' s'ecrivent de maniere unique de la forme Y.ieW Pid^^~'~''^ > avec Pi G D^^x 
nuls saufpour un nombre fini. L' isomorphisme Oz,x ^st en fait d''^^ -lineaire et se caracterise par la formule : 

D^z^x-D^x^/ID^^ ^ D^^OsOsidu-.-M'^"'^ 

^a<(i.o)>„„,]^ ^ ^ az.x([n]z)®r^>("". (1.1.9.1) 

Via cet isomorphisme Oz.x, on munit alors D^"^ (^Os Os{<^i; ■ ■ ■ ,3^}'"'^ d'une structure canonique de {D^^\d^^^)- 

( fit ) f JIT- ] 

bimodule prolongeant sa structure de -module a gauche. Le morphisme Oz.x est alors D)^ -lineaire a droite. 

Demonstration. La ^^"'-linearite resulte de I'isomorphisme d'anneauxdu lemme lL 1.8l et de la formule fl .1.7.1 l utilisee 
pour£ = D["''. □ 

Notations 1.1.10. On identifie cox et Ox, Wz et Oz (ces identifications dependent du choix des coordonnees locales 
que Ton a fixees une bonne fois pour toute dans cette section). Modulo ces identifications, on obtient F egalite £>xl^z = 
D^^^ jD^^^l. On verifie par construction que la structure de D^"'-module a gauche sur Z)^'^z correspond a la structure 
de D^-'-module a gauche sur On munit ainsi, via cette identification, D^'^'/D^"'/ d'une structure de 

(p^x^ , )-bimodule prolongeant sa structure canonique de D^'' -module a gauche. Pour tout P e D^"' , on note [P]^ 
son image dans 

Comme ID^^'^ D D^'"] = ID^^'x = ^zP ^ -^x"'^ ^ ^z X' on obtient alors pour tout P e D^'^ la formule \P\z = \P\z- 

Notations 1.1.11. Considerons (9s{3i , . . . , 8^}*^™' ®Os ^z"* muni de sa structure canonique de D^" ''-module a droite. 
On construit le morphisme t^'x/^ ■ ^x"' ~^ Os{d\ ,3r}'™' <E)Os ^z"' en posant 

les fl^ G Ox etant nuls sauf pour un nombre fini. S'il n'y a pas de doute sur la base et le niveau, on notera simplement 
Tz.x. De plus, les morphismes t^'xy^ commutent aux changements de base et de niveau, i.e., on dispose du diagramme 
commutatif analogue a ll. 1.4. II 
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En considerant la structure de (9x-module induite par la structure de ZJ^'-module a droite sur D^"' (resp. induite 
par la structure de D^"' -module a droite sur Os{di,. . . ®0s £>^"'), on verifie que iz.x est (9x-lineaire (pour les 

structures droites, a ne pas confondre avec la linearite comme D^^-modules a gauche de ll.l.lST l. Le morphisme Xz,x 

est surjective, de noyau On notera ^^x/s ■ D'x^ /Djf^I Os{^\, - ■ ■ ,^r}^"^^ ^OsD^'"^ ou simplement Xzj( 

risomorphisme (9z-lineaire induit. 

Leirnne 1.1.12. L'isomorphisme de la forme D^^\lD^^\l — > D^™' induit par Xz,x est identique a celui induit par 
<^z,x- 

Demonstration. Soit P G D^^x- H s'agit de prouver <3z.x{P) = '^z.x{P)- Par O^-linearite de az.x et Zz.x, il suffit de 
considerer le cas ou P = d^^-'i)^i"')b, avec j e N"^' et b E Ox- Or, il resulte de ll. 1.81 1a premiere egalite : Oz,x{P) ~ 
Ozx (a<®'^'><"" )az,x {b) = r^>("" [b]z - Tz,x {P). □ 

Notations 1.1.13. Solent £ un D^-module a gauche, M un D^-module a droite, x E E , y E M., P E Dx- On rappelle 
que, via 1' identification entre Ox et cOx (resp. entre Ox et CO^') Taction de P sur x (resp. y) pour la structure de Dx- 
module a droite (resp. a gauche) tordue de £ ®0x ^x (resp. de 7A®q^ ®x') P x (resp. y ■ 'P), ou « 'P » designe 
I'adjoint de P (voir QBerOOl 1.2]). II est immediat que Ton dispose pour tout P E D^^x formule 'Oz;x{[P]z) = 
^z.x{\_P]z)- Avec ll.l.T2l on obtient ainsi 

'oz.xmz)=Oz.x{[P]z)- (1.1.13.1) 

Lemme 1.1.14. SoientJAun D^^^ -module a droite, y EM, P E D^zx- ^''^ V identification de r(Z,M*(M(K)o_^ (sy^)®o^ 

©z) avec M /MI, ce dernier est muni d'une structure canonique de D^^^ -module a droite. Notons surjection 
canonique M — > M /ML On a la formule 

[y]'z-^z.xmz)^[yP]'z- (1.1.14.1) 

Demonstration. Posons £ : = M Oq^ co^^ Afin de clarifier la preuve, les identifications entre co^^ et Ox ou entre coz 
et Oz seront indiquees explicitement par le symbole o. On dispose ainsi du diagramme commutatif par definition : 

M^ ^E (1.1.14.2) 



M/Ml^ — ^E/IE. 

Nous allons maintenant traduire (puis verifier) Fegalite [l . 1 . 14. ll correspondant dans E /IE. Notons x E E, I'element 
correspondant ay EM. En regardant le diagramme II .1.14.^ I'element de E/IE correspondant a [y]^ est [x]z. Avec les 
rappels de ll. 1.131 cela implique que I'element de E/IE qui correspond a [y]^ ■Oz.x{[P]z) est '(oz,x([^']z)) ■ [x]z- D'un 
autre cote, avec ll. 1.131 I'element de E correspond a y P est 'P -x. Via le diagramme commutatif 1 1.1.1 4l2\ il en resulte 
que I'element de £■//£■ qui correspond a [y Pj^est ['f jcjz. 

II s'agit ainsi de verifier dans £ //£ Fegalite : ' {oz,x{[P]z)) ■ [x]z — {P-x]z. Cela decoule de l 1 . 1 . 1 3Jl puis [TTl .7l qui 
induisent les egaUtes 'oz.x ( [P]z) ■ [x]z = Oz,x ( ^P]z) ■[x]z= (P ■ x]z. □ 

Proposition 1.1.15. Les elements de -D^"' s'ecrivent de maniere unique de la forme LieN'" avec Pi E D^^^ 

nuls saufpour un nombre fini. L'isomorphisme Zz.x est en fait D^^^ -lineaire et est caracterise par la formule : 

XZ.X : D'-^t.^D^f/D^'h ^ Osidu-.-M^-'^^OsDi"'^ 

[£ a<(i.o)>(„„pj^ ^ £ a<(i)>H ^azA[Pi\z)- (1.1.15.1) 

Via cet isomorphisme Tz,x> on munit alors . . . ,3^}^'"' ®Os^^z^ d'une structure canonique de (Dj^'^D^™'')- 

bimodule prolongeant sa structure de d''^'^ -module a droite. Le morphisme Zz.x est alors D^^"^ -lineaire. 
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Demonstration. Pour la validite de la formule, cela decoule du lemme [L1.12l La D^^^-linearite se deduit de I'isomor- 
phisme d'anneaux du lemme fLl.Sl et du lemme [L 1 . 1 4l utilise 

1.2 Adjonction : images directes, images inverses extraordinaire par une immersion fermee 

On reprend les notations et hypotheses de la section [TTI 

1.2.1. Soit 3^ un ©^'''-module a gauche quasi-coherent. L'image directe par u de niveau m de 3^ est definie dans 



0Beri)2l en posant m^^J) := u^Vfl^^ ®^ ,„,, J). Comme D^'^^ ^^t un D^"'' -module localement libre (voir ll. 1.15b . 
le symbole L est inutile. On obtient de plus les isomorphismes 



r(X,M(;")(J))=4":Lz8 ,,„)F ^ {Os{di,...M'^'"^®OsDP)®n^'':)F ^ Os{di,...,drV"'^®OsF. (1.2.1.1) 

1.2.2. On reprend les notations de 11.1.41 Par abus de notations, on ecrira O5 le faisceau deduit de Os par image 
inverse pour les categories de faisceaux d'ensemble (e.g. m^^). De meme pour Oy. On dispose ainsi de I'isomorphisme 

u^+\j) ^ Os{ai,...,ar}("')®0s?- Comme Oy i^xtz/s) ^ ^rlz'/s' '^s'^Os^z/l ^ ^i'/s'^ 
verifie facilement I'isomorphisme de changement 

Os' ®o, «+ '(y) ^ «'!'"' (Oy ®0s (1.2.2.1) 

Pour le cas general, on pourra d'ailleurs consulter nBer02J 2.4.2]. Comme le morphis me ^^j/s compatible aux 
changements de base et de niveau, on verifie qu'il en est de meme de 1' isomorphisme [L2. 1 . 1 1 i.e., pour tout mor- 
phisme D^Tjy-lineaire de la forme O5/ (^q^S' ^ iF' avec iF' un D^y^; -module a gauche quasi-coherent, le diagramme 
canonique 



(m) 
V,X'/X' 



=("-') 
V.X'/S' 



(1.2.2.2) 

est commutatif. 

1.2.3. Soit £ un CD^"'-module a gauche quasi-coherent. On dispose de la formule J{''m'(£) = n5^jker(£ — ^ £) (on 
devrait plutot ecrire M-i(nj^iker(£ £))). On notera :K°u'{E) := r{Z,3i°u-{£)) = n;^iker(£' E). On munit 
3-C''m'(£) d'une structure canonique de 'I'2"'-module via I'isomorphisme Oz.x de ll.l.SK egal a celui induit par %z.x 
d'apres [T.1.12t de la maniere suivante : pour tout P e £>2X' pour tout x e ?{''«•(£'), on pose 

Oz.x{P)-x:^P-x. (1.2.3.1) 

Lemme 1.2.4. Soienti_& W, P G D^f' , Q e D^"^. Si on dispose dans D^^ de I'egalite d^^'-^^^^^'-'ig = Qd<'-'^>("'), on 
obtient alors dans respectivement D^^^ ®0s Os{'^i-, ■ ■ ■ t^rY'"^ Os{'^i, ■ ■ ■ ,3^}^'"'' ®OsF^^z'^ les fonnules 

(P a<i> ) • e = {Paz,x (fi) ) ® , Q ■ ®P)= ® (az,x iQ)P) ■ ( 1 .2.4. 1) 

Demonstration. Soit g' e £>z!x que P = Oz.xiQ')- D'apres [TT9Jl et [TT8l on obtient dans D^^^ Os{du. . • ,3, 
la premiere egalite : 

Poz.xiQ) - az.x(e'er'^'-'>) = az,x(e'r'^'-^>e) = OzAQT^'-^n ■ Q = iP(Sd<^) ■ Q, 

I'avant derniere egalite resultant de la D^''-linearite a droite de az,x (par definition de |1.1.9t . On procede de meme 
pour etablir la seconde egalite. □ 
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I. 2.5 (Morphisme d'adjonction I). Soit 3^ un -module a gauche quasi-coherent. On construit le morphisme cano- 
nique d'adjonction 

adj : (m^^'IJ)) , (1.2.5.1) 

en posant, pour toute section x E F, adj(x) ~ I ®x (i.e., via risomorphisme [L2.1.1l adj(jic) = La-gN''^^"^ ^'^^c 
jci = X si = et .jc^ = sinon). Comme 1 est dans le centre de D^'', la formule de droite de ll.2.4.1l pour / = est 

valable pour tous P e D^^"\ Q £ ^zx- formule [L23T1 on en deduit que le morphisme ll.2.5.r] est D^'^-lineaire. 

Si S est annule par une puissance de p > 0, ce morphisme est injectif mais pas forcement surjectif (e.g., considerer 
8j pour assez grand). 

Proposition 1.2.6 (Morphisme d'adjonction II). Pour tout d'^^^ -module a gauche quasi-coherent £, on dispose du 
morphisme canonique de D'^^ -modules a gauche : 

adj : u^I"\:K°u-{E)) ^ £. (1.2.6.1) 

Ce morphisme est caracterise par la formule : pour tout element de Os{di,...,dr}^'"^ (8)05 3^" «■(£■) de la forme 
YiieW <8)x,-, avec x; G JC^m' (£) nuls saufpour un nombre fini de termes, on a modulo I'isomorphisme U.2.].]\ 

adj( E ^"'^'"^ = E -x,. (1.2.6.2) 

iGN'' iGN'' 

Demonstration. II s'agit de prouver que le morphisme note adj et defini par la formule fl .2.6.2l est D^"^-lineaire. Solent 
P e dP, X e 5f°M'(£), i e W. Par Os-linearite de adj, il suffit de verifier adj(P • (a<i>('") (^x)) = pa<(i'2)>(m) .x. Or, 
comme Tzx est D^"'-lineaire (voir[TTTTT5), on a dans ... ,3^ (8)05 Z)^'') (") ^ • 

P- (3<^>W (g) 1) ®x) = Zz,x{Pd^^-'-^^^"'')(E>x. 

Par O^-linearite en P de la formule a etablir, on se ramene a Fun des trois cas ci-dessous traites separement. 

• Si P = a<(2-z)>(»,) avec ; e N""'", on calcule Tz,x(f'3'^*"'^("'') = (a<^>('") 1) (8)a<i>('") -x. Comme d'apres 

II. 2.3. ll 3<i>W - x = a<(2'Z)>('") .X, on en tire : 

adj(p • (a<i>('") (g)x)) = a<(i'0)>(.")a<ai)>('") = a<(oj)>('")a<(i'0)>(».) = pa<(i'0)>(™) .x. 

• Si P = 8^^- '2)>(ni) avec /' G N*^, cela decoule d'un calcul analogue en utilisant de plus la formule ||Ber96bl 2.2.4.(iii)]. 

• II reste a traiter le cas oil P = a G Ox- En prenant 1' adjoint de la formule la formule llBer96bl 2.2.4.(iv)], on calcule 
dans 4™': 

^a<(i,o)>H ^ I i |a<(i'.o)>(„„a<(i-i'.o)>w(a). (1.2.6.3) 

i'<i 

D'ou Tz,x(fl3'''^'-'><"')) ®x = L'<i(-1)'^"- ' { j } (3<-><"" ® 1) «) '-'>W(fl)]zx. II en resulte 

adj(a-(a<i>('") «)x)) - ^(-l)l^-i'l {U8<(i'-^>("0 • ([a<(^-^''2)>W (fl)]zx). 

i'<i 

D'apres [r23j] on a par definition : \d<i--'-'^>{'^) {a)]zx = 3<(i-i''^)>W {a)x. En reutilisant la formule [1223] (a I'en- 
vers), on termine la verification de I'egalite. □ 

Remarques 1.2.7. L'isomorphismede transposition y : D^"' ^D^"^ se factorise par I'isomorphisme y : jlD^^ — > 
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1.3 Changement de base pour les faisceaux quasi-coherents sur les schemas 



Notations 1.3.1. Soit T ^ Sun morphisme de schemas noetheriens affines. Dans toute cette section, nous considerons 
les deux carres cartesiens 



7C 



■X 



ll' ^ 




(1.3.1.1) 



dont les morphismes du carre de gauche sont des immersions fermees de 5-schemas lisses, dont le carre de droite se 
deduit du carre de gauche par changement de base via T — s> 5. 

On suppose de plus X affine, muni de coordonnees locales fi, . . . ,f^/ telles qu'il existe des entiers 1 < r < d — \, 
1 < s < d — r verifiant X' = V (fi, . . . ,f, ) et Z = V(f,-+i , ■ ■ ■ ,tr+s)- On note / I'ideal engendre par fi, . . . ,f, et 7 I'ideal 
engendre par f^+i , . . . ,tr+s- 

L'image inverse (en tant que Ox-module, i.e., a ne pas confondre avec I'image inverse en tant que ©^"'-module) 
par a d'un D^"' -module £ se notera 



('«) 



(1.3.1.2) 



De meme, l'image inverse (en tant que Oz-module) par b d'un D^™' -module 3^ se notera L,b*{J'). 
Lemme 1.3.2. On dispose des egalites 



(m) 



(m) 



(1.3.2.1) 
(1.3.2.2) 



Demonstration. L' e galite 1 1 . 3 . 2 . 1 1 decoule de la formule fl .2.4. 1 1 (en rempla9ant dans les notations le symbole Z par 
X') et du fait que J est engendre par f,.+i , . . . , tr+s qui commutent aux elements de la forme 3<'i'2)>("0 , oil / e N' . De 
meme, on obtient regalite ri.3.2.2l a partir de la seconde formule de ll. 2.4.1] □ 



Lemme 1.3.3. Avec les notations de \1.3.1\ soit 7 un D^^'^ -module quasi-coherent. Dans ce cas, on dispose de I'iso- 
morphisme de Tl'^^ -modules : 

fl*oM^"'(J) ^ m'|"''°^*(^)- (1.3.3.1) 
En outre, celui-ci commute aux morphismes de changement de niveau et de base, i.e., avec les notations de \1.2.2\ pour 
tout m' > m, pour tout D^^jj-module quasi-coherent J'', pour tout morphisme Tl'^j^^-lineaire de la forme Oj ^Og'^ ^ 
J' , le diagramme canonique 



■fl* oM^7(Or®Oi3') 



■fl* o4^(y') 



(1.3.3.2) 



Or ®0s (m'I'"' ob*{J)) u'j'l ob*j{OT ®0s ^) " «r+ °b*j{J'), 

oil les isomorphismes verticaux sont ceux de la forme 17.3.3.71 et ou les isomorphismes horizontaux de gauche se 
deduisent de \1.2.2J\ est commutatif. 

Demonstration. Via les theoremes de type A, il suffit de le verifier pour les sections globales. On obtient 

fl*o«(;")(F) = (D(;"V/4"^)®^H(4"V4"'^)%w^ (1.3.3.3) 

u'i-Kb*{F) = (47V4'^^) (D^z'Mz^) ®^0«) F. (1.3.3.4) 
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On beneficie des isomorphismes ZJ^^-lineaires : 



(1.3.3.5) 



le dernier isomorphisme resultant de la premiere egalite de 11.3.21 On dispose de plus des isomorphismes D 
lineaires : 



(m) 



dont le dernier isomorphisme decoule de la seconde egalite de ll. 3. 21 11 en derive le carre suivant : 



Jm) 



(1.3.3.6) 



(1.3.3.7) 



11.3.3.61 



Os{dr+u- ■ . ®o, /tDr i^Os{dr+i , • • • ,3r+.v}('"' Os{3i, . . . ,a.}W. 

Le carre ll.3.3.7l est commutatif. En effet, soient P € f^T^, i G N*^, 7 S N*. Les elements du terme en haut a gauche 

{D^^'''/IdP) ® („) {d^^/o'fh) sont des sommes d'elements de la fome Q := [a<(0-i-0)>(.")pa<(i.2,0)>(„)]^, ^ jjj^^ 

On calcule que cet element Q s'envoie via 11.3.331 sur [3^'^-''^('"'o^"'^(P)]2' Avec la formule de tran- 

sitivite 0.6.11 ce dernier s'envoie via la fleche de droite du carre II. 3. 3^7] sur 'd^l^i"') ^a^i'xiP) (XiS^'^*'"'. D'un 
autre cote, comme Q = [1]^' ® [d<^M>{'«)pd<L'^'^>(n,)Y^^ la fleche de gauche du carre de 11.3.3.71 envoie Q sur 



a^"](P)a<(i'2>('«)]2,. Ce dernier s'envoie via la fleche du has sur (g)O^T^(P) 



la commutativite du di agramme 1 1 . 3 . 3 . 7l 

Considerons a present le diagramme canonique : 



. On en deduit 



(4"V4"'-/)®o,05{ai,...,a.}(" 



(1.3.3.8) 



Ce carrelLlMlest commutatif. En effet, pourtous / e N^ ; G N^ P e D^T^„ g £ ^zl^, on calcule que [d<^i®><'"')P]'^, ® 

[g9<(i£)>(m)]^, s'envoie via les deuxchemins possibles de ll.3.3.8l sur B*^^^'") ®<3z' x'{P)'^z' AQ)®^'^''"'^ ■ 

Comme les fleches de droite (resp. du bas) des can'es [L3.3.7l et [T73.3.8l sont identiques, comme les fleches de gauche 
(resp. du haut) des carres [T~3.3.7| et [1.3.3.81 sont D^™' -lineaires (resp. D^^-lineaires), il en resulte I'isomorphisme 
canonique de (^^"^D^^Vbimodules 



(1.3.3.9) 
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D'ou r isomorphisme [L3 .3.11 Verifions a present sa commutation au changement de niveaux, i.e. supposons S = T. 
Par fonctorialite de risomorphisme [T73.3.1l il s'agit de verifier la commutativite du diagramme 

a* o ul"\j') ^ a* o u^f\j') (1.3.3.10) 



Pour cela, il suffit de constater que les isomorphismes des carres [T73.3.7l et [1.3.3.81 commutent au changement de 
niveaux. Cette verification resulte facilement de la commutation aux changements de niveau des isomorphismes de la 
forme a (i.e., on dispose du carre commutatif II . 1 .4. Ft et de ceux de la forme T de ll. 1.151 De meme, on verifie qu'il 
commute aux changements de base, i.e. on valide la commutativite du carre de gauche de ll. 3.3.21 □ 

Lemme 1.3.4. Soil 3^ un T)^^^ -module quasi-coherent plat. On dispose alors de I'annulation : 

Vn7^0,J{"Lfl*M+(J) =0. (1.3.4.1) 

Demonstration. On procede par recurrence sur r > 1. Dans un premier temps, supposons X' ~V{ti). Dans ce cas, pour 

n ^ {-1,0}, Jf"Lfl*M+(J) = 0. De plus, J{-iLfl*M+(J) = ker(M+(J) — > «+(?■)). Or, d'apres [OTT] m+(J) ^ 

h 

Os{dr+i,. . . CSoj- 3^- Comme IF n'a pas de fi torsion, le lemme [r.2.41 nous permet de conclure (en effet ti 

commute aux avec ; e N*). 

Supposonsapresentr >2etposonsX" = y(fi,...,fr_i) etZ" = ZnX" , b' : Z"^Z, a' : X"^X, a" : X'^X", 
u" : Z" ^ X" les immersions fermees induites. Par hypothese de recurrence et d'apres [1.3.3. II on obtient : La'* o 
M+ ^ a'* o M+ (J-) ^ m'[ o ^7'* . D' apres le cas r = 1 , on verifie aussi ha"* ou'[o b'* {3^) ^ a"* ou'[ob'*{3^). 
II en derive : La"* o La'* o u+{'J) — > a"* o a'* o u+{y) — > a* o u+{3^). L' isomorphisme La* — > La"* o La'* nous 
permet de conclure. □ 

Proposition 1.3.5. On beneficie pour tout D^^^ -quasi-coherent 'J de V isomorphisme 

a-ou+{J)^u'^ob\3^). (1.3.5.1) 

Demonstration. Soit CP une resolution gauche de 5" par des D^"' -modules quasi-coherents plats (il suffit de prendre 

une resolution de F par des D^"' -modules plats puis on applique le foncteur 2) ® (m) —)■ Comme les foncteurs u+ 


et m'_(_ sontexactes, par ll.3.4l on obtient La* «+ (If) — ^ a*M+(J') et m'_|_ o Li>* (IF) u\ ofc*f IP). Le lemme ll.3.3l nous 
permet de conclure. □ 

On conjecture que la proposition 1 1 . 3 . 5 1 s ' etende de la maniere suivante. 

Conjecture 1.3.6. Soit IF G Dq^l^^z"')- dispose de I'isomorphisme canonique 

a'oM+(IF) ^ m'^o/?'(IF). (1.3.6.1) 

2 Immersion fermee de V-schemas formels lisses : adjonction pour les D- 
modules 

Soient m un entier positif, m : Z ^ X une immersion fermee de V-schemas formels lisses d' ideal 3. Berthelot a defini 
la categorie derivee des complexes de D^^-modules quasi-coherents a cohomologie bornee, notee D^^.{d''^^) (voir 
OBer02l ). De meme sur Z. II a de plus construit les foncteurs image directe par u de niveau m note m'^"' : Dqg(D^^) -> 
D|],(S^') etle foncteur image inverse extraordinaire par u de niveau m note m'("') : D\^0^^) D\^{T>^^^) (e.g., 
voir IIBer021 ). Pour alleger, on pourra simplement noter m+ ou w . 
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2.1 Manque de stabilite des faisceaux quasi-coherents sans p-torsion sur un schema formel 

La notion de faisceau quasi-coherent sans p-torsion apparait naturellement dans la theorie des D-modules arithme- 
tiques. Malheureusement, cette categorie n'est pas stable a priori par le foncteur !K"m' (voir 12.1. St . C'est pour cette 
raison que nous travaillerons par la suite (e.g. dans la section |272] | avec leur section globale et non avec le faisceau tout 
entier. 

Definition 2.1.1. • Le separe complete (pour la topologie p-adique) d'un D^''-module £ est le ©^"'-module 
defini en posant £ := lim ( D^. ^^{m) 

• Un D^' -module £ est separe complet si le morphisme canonique 

£ ^ lim (^©J"' ®^(,„) £ ) = £ (2.1.1.1) 
est un isomorphisme. 

• Un 2) ^"'-module £ est sans p-torsion si pour tout ouvert il de X, r(il, £) est sans p-torsion. 

• Un CD^"'-module £ est pre-pseudo-quasi-coherent si, pour tout entier / £ N, le Ox,-module D^"' ®_(m) £ est 
quasi-coherent. 

• Un D^"'-module £ est pseudo-quasi-coherent s'il est separe complet et pre-pseudo-quasi-coherent. 

• Un D^"'-module £ sans p-torsion est quasi-coherent s'il est pseudo-quasi-coherent. 

Lemme 2.1.2. Si £ est un T) -^ -module pre-pseudo-quasi-coherent, alors £ est un D^^ -module pseudo-quasi-coherent. 
Le foncteur E i-^ £, de la categorie des D^^^ -modules pre-pseudo-quasi-cohe rents dans celle des D^^^ -modules pseudo- 
quasi-cohe rents est adjoint a gauche du foncteur oubli. En particulier, le foncteur £ i— !■ £ ci-dessus commute aux limites 
inductives representables. 

Demonstration. Soit £ un D^"^-module pre-pseudo-quasi-coherent. II resulte de 0Ber96bl 3.3.1.2] que le morphisme 
canonique £/7t'+^£ = COj^"' <8'„(m) £ — > l)^"' ®^(no £ est un isomorphisme (on remarque que I'hypothese de pre- 

pseudo-quasi-coherence est a priori necessaire). 11 en resulte que £ est un 2)^"^ -module pseudo-quasi-coherent. Le 
reste du lemme se deduit aussi de cet isomorphisme. □ 

2.1.3. Supposons X affine. Soit E un D^"'-module separe et complet pour la topologie p-adique. On definit canonique- 
ment un ©^"^-module en posant 2)^"''®-(„,)£' limD^^"' ®~{m) E, i.e., le separe complete de D^'-* E. Comme 

2)1^"' E est pre-pseudo-quasi-coherent, il resulte du lemme [2.1. 21 que £ := I)^''(g)-v(„,)£' est un ©^"'-module 
pseudo-quasi-coherent. 

Comme r(X,D^"'' (^~(,„) E) ^ D^"' ®^(„,) E, comme le foncteur r(X, — ) commute aux limites projectives, on 
' ^x ' ^x 

obtient alors r(X, £) — > E. 

2.1.4. Soient £ un D^"'-module pseudo-quasi-coherent et il un ouvert affine de X. II resulte de 0Ber96b ! 3.3.2.1] 
que pour tout entier « > 1 on ait I'annulation //"(il, £) = 0. En appliquant le foncteur r(il, — ) a la suite exacte 
£ — > £ ^ £, — > 0, on en deduit que le morphisme canonique 

r(ii,£) ^ r(ii,£,) (2.1.4.1) 
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est un isomorphisme. On en deduit les trois points suivants : 

• Le morphisme canonique r(il, £) limr(il, £,) est un isomorphisme. En appliquant le foncteur r(il, — ) a 

12.1.1.11 on obtient I'isomorphisme r(il, £) limr(il, £,). Ainsi, r(il, £) est separe complet pour la topologie p- 

i 

adique. 

• On deduit de|2TAT|que le morphisme canonique d|^^ (8)~(m) r(il, £) — ^ £,|il est un isomorphisme. En passant 

a la limite projective, on en deduit le morphisme canonique 2)|^''(g)-(m)r(U, £) — > £|il (avec les notations de 12.1.31 

pour le premier terme) est un isomorphisme. 

• Comme le systeme (r(il, £,)),gn satisfait la condition de Mittag-Leffler, comme //"(II, £) = pour tout « > 1, 



il resulte alors de IIB078I 7.20] I'isomorphisme canonique lim '^^H £ I ~> Klim ®^{m) £ 

^ \ • '^x J ^ \ ' "^x 

Remarques 2.1.5. Soit £ un D^^-module sans p-torsion et quasi-coherent. II decoule de troisieme point de 12.1.41 
I'isomorphisme canonique 

£ ^ Rlim (^47' £ 

On obtient £ G Dq(,('r'^"') (definition de Berthelot), ce qui justifie notre terminologie de quasi-coherence sans p- 
torsion. 

2.1.6. On remarque que le fait qu'un 2) ^"'-module soit pseudo-quasi-coherent (resp. sans p-torsion et quasi-coherent) 
est local en X. Avec |2.1.3] et |2.1.4l on obtient alors la description locale suivante de ces modules : Supposons que X soit 

affine. Les foncteurs !D^'(X'~(m)— et r(X, — ) induisent des equivalences quasi-inverses entre la categoric des D^"^- 

^x 

modules separes et complets pour la topologie p-adique (resp. sans /7-torsion et separes et complets) et la categoric 
des D|^"^-module pseudo-quasi-coherents (resp. sans p-torsion et quasi-coherents). 

2.1.7 (Image directe par u d'un I)-module). Soit 'J un D^"'-module sans /^-torsion et quasi-coherent (voir l2.1.Tt . 
Comme J est sans p-torsion, alors F image directe de niveau m de 3^ par u telle que definie par Berthelot (voir IBer02l 
3.5.1]) est donnee par la formule u'^\'J) := RlimM,+3^,''"^. Or, d'apres les isomorphismes de changement de base 



7.20] de Mittag-Leffler, on en deduit le premier isomorphisme 



(II.2.2I 1, pour tous entiers /' > /, on a I'isomorphisme T}]^' ®^(„,) m,-/+( J^/H) ^ m/+( J^W). D' apres la version IIB078I 



^ lim«,-+j/") 4^ [^tlz®%i^^ 



le dernier resultant du fait que commute aux limites projectives. 

Supposons de plus que X possede des coordonnees locales ti,...,t„ telles que Z = y(f 1, ... La sous-V-algebre 

de/)^''' engendree par la familled' elements {8^ '^''"',32 "^'"'',...,3,^ | . . . £ N} sera notee V{3i , . . . ,3^}^"-*. 

On note /)^^ la sous-(9a--algebre de D^^^ engendree par les elements de la forme 3^'-'i)>("') , avec j e W^''. Comme 

pour ll.l.TTl on constmit le morphisme canonique t^'^^y : O^"'' — > . . . ,3^}'™-' (E)v D^z^ . Comme pour |l.l.T5l 

on verifie qu'il induit I'isomorphisme d'anneaux 

^Lv ■ ^zx/^^zx ^z^ I'isomorphisme 
bilineairexz.x : D^^l^ = d'^^'^ /o'^^h ^ V{du ■ ■ A-Y'"^ '^V d'^^I 

Si aucune ambiguite n'est a craindre (sur le niveau par exemple), on notera simplement Zzx 1^ completion p- 

adique de ^^"^yy, i.e. limf^'^fy^ > oh S SpfV et 5, sont les reductions modulo Jl'+'. On notera de meme I'isomor- 

1-15 ^ ri(fn) /T^im) ^ i^i'n] • 1 

phisme d anneauxxg, 3; : D)^ ^/ID)^ ^ — > D)^ mduit. 
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Les elements de s'ecrivent de maniere unique de la forme LieN'^^'^ ^^ec Pi_ G 

Dzk^ les Fi conver- 

geant vers pour la topologie /7-adique. L'isomorphisme (D^' )-bilineaire ^z.x est donne par la formule : 

ieW ieW 
ou [— designe le morphisme canonique /D^I. 11 en resulte l'isomorphisme 

r{x,uP{9)) ^ 5|^"tz®nw^ ^ v{ai,...,a,}('"'§vi^. (2.1.7.2) 

Par stabilite de la quasi-coherence par image directe par u (voir ||Ber02| ). on en deduit que m^"'(^F) est un "D^- 
module sans /^-torsion et quasi-coherent. 

Remarques 2.1.8. Soit £ un ©^"'-module sans ;7-torsion et quasi-coherent. Comme £ G Z)q(,('D^"'), par stabilite de 
la quasi-coherence (voir ||Ber02| ). on obtient m'(£) G D\^{T^P). On remarque que 3-C''m'(£) est sans p-torsion et 
done (J{"m'(£)); := T)^ •K^u {t) ^ 2)^"' (g)~H :KOm'(£). Par contre, il parait faux que (3^0m'(£)),- soit un 

D^"' -module quasi-coherent. Ainsi, on a a priori ?{''«'(£) Par contre, on verifie par un calcul que le 

morphisme canonique 

J£''m'(£) ->lima^°M|(£,) (2.1.8.1) 

est un isomorphisme ( cela resulte aussi de Tisomorphisme w'(£) Mlimw; (£/), auquel on applique le foncteur 

Comme m;.(£,) ^ D^^^ O^kf^) m'(£), onobtientrisomorphismea^°M;.(£,) ^ 5^0(1)^™^ m'(£)). En particuUer, 

les D^^'-modules apparaissant dans la limite proi ective 12 . 1 . 8 . 1 1 sont quasi-coherents. 

2.2 Images directes et images inverses extraordinaires de D-modules par une immersion 
fermee 

Meme si cela n'est pas toujours necessaire, supposons dans cette section que X est affine et possede des coordonnees 
locales f 1 , . . . , f„ telles que Z = V (f i , . . . , f^). Comme cela est explique au debut de la section precedente, nous travaille- 

rons ici dans les categories de -modules (ou D)^ -modules) sans /j-torsion, separes et complets pour la topologie 
;?-adique. Nous definirons sur ces categories la notion d'image directe (resp. d'image inverse extraordinaire) de niveau 
m par u notee m*^"-* et (resp. JC^m'). 

2.2.1 (Image directe par u d'un D^"^-module). Soit F un D|"'-module sans p-torsion, separe et complet pour la 
topologie p-adique. On definit I'image directe de F par u de niveau m en posant 

u^iF) := limui+{Fi) = D^^l^^j-^^jF ^ V{du. . . ,dr}^'"'^^vF 

La formule [2.1.7.21 iustifie la notation. On obtient ainsi un D^"'-module sans p-torsion, separe et complet pour la 
topologie /?-adique. Via cet isomorphisme, les elements de {F) s'ecrivent de maniere unique sous la forme 
L/IgN'"^^~^ ®xir, avec jc^. G F et lim^i^^^^Xk = (pour la topologie /?-adique deF). De plus, les elements de (^P\f)^ 

s'ecrivent de maniere unique sous la forme Y.kew^~^ ®Xk, avec xj^ G et Mm^j^^^^Xk = (pour la topologie de f q 
induite par la topologie p-adique de F). Pour ne pas alourdir les notations nous avons noter d^-^ la classe de 3*^-^ 
dans D^^^. 
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Lemme 2.2.2. Soit F ^ G un monomorphisme de -modules sans p-torsion, separes et complets pour la topologie 
p-adique. 

1. Le morphisme m*^' (F) — > m*^"' (G) ( resp. (m*("' (^))q ^ (G))i^) est alors un monomorphisme. 

2. Le morphisme canonique {F) — > u^"^'' (G) ( resp. (M^f ' (^))(Q ^ (G))q j e^f a/ori Mn isomorphisme si et 
seulement si le morphisme canonique F ^ G ( resp. Fq ^ Gq) est un isomorphisme. 

Demonstration. Cela decoule des descriptions de l2.2.TI (ou alors de l2.3.11 . □ 

Lemme 2.2.3. Soit F un D^^^ -module sans p-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique. Alors F est un 
D^^^^ -module coherent si et seulement si m^' (F) est un D^^^ -module coherent. 

Demonstration. Comme le foncteur m'^"' defini par Berthelot pour les faisceaux preserve la coherence, comme on 
dispose des theoremes de type A, risomorphisme l27l .7.2l nous permet de conclure la necessite de I'assertion du lemme. 
Reciproquement, supposons que F n'est pas un D^"^-module coherent. II existe alors une suite strictement croissante 
(^;i);igN de sous-D^"' -module coherent de F. 11 resulte alors du lemme 12.2.21 que Ton obtient la suite strictement 
croissante {u^"^^ {F„))„(z'm de sous-D^"' -module coherent de m^' (F). Comme Z)^"' est noetherien, ce dernier n'est pas 
un D^"^ -module coherent. □ 

Remarques 2.2.4. Soit /Z*^™' est unD^'^-module tel qu'il existe unD^^"' -module//'™^ sans p-torsion, separe et complet 
(pour la topologie p-adique), tel que Hq^ — > H^'"\ On remarque que la topologie sur induite par la topologie 
p-adique de fait de i/^™' un A'-espace de Banach. 

En outre, si H^"^' est un Dj^ ^-module coherent, alors cette topologie est independant du choix d'un tel D)^ - 

module//*^'"' et ce dernier est forcement D^^'-coherent. En effet, soit H^"'^ un D^"'-module coherent sans p-torsion, 
tel que H fQ — > H^"^' . Comme H \^ est de type fini, quitte a multiplier par une puissance de p, on peut en outre 

supposer I'inclusion //^™' C i/^'"'. L' application identite h'"'"^ Hq^ avec les topologies que Ton imagine est done 
bornee. 11 resulte aussitot du theoreme de Banach (e.g. voir IBGR84. 2.8.1]) que les deux topologies sont identiques. 
On en deduit au passage qu'il existe n assez grand tel que p"H^'"^ C H^f^. Par noetherianite, il en resulte que est 
D^'' -coherent. 

On en deduit que si est un D^Q-module coherent alors (^u^j^\H'^'"^)j ^ est un D^Q-module coherent et ne 
depend pas du D^"^ -module separe complet sans p-torsion, tel que h'q'' — H^'"\ On le note alors m^"' 

2.2.5 (Image inverse extraordinaire par u d'un D^"'-module). Soient £ un 'r'^"'-module sans p-torsion et quasi- 
coherent et E := r(X, £) le D^''-module sans p-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique correspon- 
dant. On pose D^^^ £ ^ D^"^ (^'k,,,,, £ et := D^"' ®g(,„) E ^ D^"' E. On rappelle la notation 

:K°ul{Ei) = nj^j ker(£; £,) (voir fTOT i. On definit 1' image inverse extraordinaire de E par u en posant 

D{°u'{E) :=lim5{°M;.(£,) C lim£,- =£. (2.2.5.1) 

II decoule de |2.1.8.1] que Ton a I'isomorphisme r(Z, 5{°m' (£)) = J{Om' (£■), ce qui justifie la notation. 

On calcule ■K°u-{E) = nj^j ker(£' £). On munit J{"m' (£■) d'une structure canonique de D^''-module a gauche 

via I'isomorphisme T2;.x '■ ^^z'xl^^z'x^ — ^ ^z"' '^^ maniere suivante : pour tout P G o'^"^, pour tout x G y&u^E), 
on pose 

^z,x{[P\z)-x-=P-x, (2.2.5.2) 
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ou [— J'g, designe le morphisme canonique O^'^ D'^^/D'^^I. 

Comme pour s = 1, . . . ,r les applications : E ^ E sont continues, comme !H*'m'(£') — nj^j ker(£' -'^ E), cela 
entraine que 5{''m' (£■) est separe complet pour la topologie induite par la topologie /?-adique de E. Comme E est sans 
p-torsion, on deduit aussi du calcul 'K°u\E) = nj^iker(£' E) l'egalite 'K^u-{E) n p'+^E = p'+'^'K^u-{E). En 
particulier, la topologie p-adique de ?{''«■(£') et la topologie de 'K^w{E) induite par la topologie /?-adique de E sont 
identiques. II en resulte que ^{^u ^E) est unD^"' -module sans p-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique. 

Terminons par une remarque : lorsque 3-C''m'(£) est de surcroit quasi-coherent, "K^u^E) est alors le D|_"'-module 
associe a 5{''m'(£). 

Remarques 2.2.6. Soit E un D^^-module sans /^-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique. En posant 
{■K°u-{E)). := :K"u-{E), comme J{^u-{E) D p'+^E = p'+^'K'^w {E), on obtient I'inclusion 

[K'^u^E]). C 'K°u\{Ei). (2.2.6.1) 

En prenant la structure de ^^''^-module sur ([K^m' (£)) . induite par la structure de D^'^-module de M^m' (£) definie par 
la formule l2.2.5.2l et la structure de ^^''^-module de 'K^u\{Ei) donnee par l'egalite [L23T1 on verifie que I'inclusion 
12.2.6. ll est D^^^'-lineaire. En general, celle-ci n'est pas bijective. 

Remarques 2.2.1 . Avec les notations de l2.2.6l le morphisme canonique u+'}i^u'{E) — limM,+ {^^u {E))^ Mmui+'Ji^u 
est un isomorphisme, i.e. que le morphisme canonique 

v{ai, . . . ,3,}(")gvW''«'(£) ^ iim(Os,{ai, . . . ®os, 5^:° «;•(£,)) 

est un isomorphisme. En effet, les elements x G V{d\.,. . . ,dr}^'"^®v'K^u-{E) s'ecrivent de maniere unique sous 
la forme x ~ Y,iew^~^ avec x/_ G ^'^u'{E) (et convergeant vers 0). Soit (x,),- G lim{Osj{di, . . . ,dr}^"'^ '^Os- 

^K^M ;(£■,■)). On ecrit de maniere unique x,- sous la forme x,- = ®xij, avec x/,; G K^u-{Ei) et la somme etant 

cette fois-ci finie. Par unicite, on obtient que (x/ ,); G lim J{''m;(£',). L'egalite 3{'^u'{E) — lim ?{''«;■(£',■) nous permet 

i i 

alors de conclure. 
2.3 Adjonction 

Nous reprenons les notations et hypotheses de la section 122] Nous verifions que le foncteur m'^'^ est adjoint a gauche 
de Jf^w'. 

Proposition 2.3.1 (Morphisme d'adjonction I). Soit f'™' un D^^^ -module sans p-torsion, separe et complet pour la 
topologie p-adique. On definit le morphisme canonique d'adjonction 

adj : ^ :K%' (m<;"'(f('«))) , (2.3.1.1) 

en posant adj(x) = 1 ® x (i.e. adj(x) = LjteN''^^"^ '^^k avec x^ — x si k = et x^ — sinon), pour tout x G F^™). Le 
morphisme adj est un isomorphisme de D^^^ -modules. 

Demonstration. Etablissons d'abord sa D^^-linearite. Pour tout D^'^-module a gauche G, on note [— le morphisme 
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canonique G — G/n'^ G. On dispose du diagramme commutatif : 



pi'") 



pirn) 



adj 



■J{Vom(,")(f("')) 



(2.3.1.2) 



m)\ C 



dont la fleche en bas a droite decoule de l2.2.6.n On calcule que le morphisme compose du bas est le morphisme adj 
de ll.2.5.l] qui est D2"^-lineaire. Comme rinclusion l2.2.6.ll est Z)^^-lineaire, il en resulte que la fleche en bas a gauche 
de I2.3.1.2l est aussi D^'^'-lineaire. Par passage a la limite projective, il en resulte que le morphisme du haut de 12.3.1.21 
est D^"'-lineaire. 



Verifions a present sa bijectivite. L'injectivite est evidente. Or, via la description 12 . 2 . 1 1 de I'image directe et avec 
ses notations, pour 1 < / < r, on obtient dans u^"^\f^'"'') la relation 



<^1,> 



kew 



k>li 



ou 1; = (0, . . . ,0, 1,0, . . . ,0) avec 1 a la /eme place (en effet, il suffit de verifier I'egalite modulo 7i'^\ ce qui decoule 
des formules de 0Ber96bl 2.2.4] et Il.l.lS.Tt . On en deduit aussitot que tous les elements de 'K^u' o m^"'(F'^'"') sont de 
la forme 1 (Xuc avec X G f''"^. □ 

Proposition 2.3.2 (Morphisme d'adjonction II). Soit E^'"^ un d'"^'' -module sans p-torsion, separe et complet pour la 
topologie p-adique. Considerons la fleche 



adj : m^^'o^cOm! (£('")) 



(2.3.2.1) 



donnee par Y,keW^~^ llk£W''^~'^ ' ^k, avec Xk G 'K^u'{E^'^'') et lim|^|^„Xi: = 0. L' application adj est un 

morphisme de D^^^ -modules. 

Demonstration. Considerons le diagramme canonique suivant 

mV"^oJ{0„! (£('")) 



:i<k> 



adj 



12.3.2.11 



(2.3.2.2) 



u^ (ji;0«!(£('«)))_.C . «(™) o5i;0«;.(£,H)j^jZ<,('") 



dont la fleche en bas a gauche se construit via I'inclusion 12.2.6.11 Avec ll.2!6l le morphisme compose du bas de 
I2.3.2.2l est Z)^"'-Uneaire. Or, on calcule que les deux chemins possible du diagramme envoie un element de la forme 
Liew^ 3^-^ ^Xk sur LieN'^ 3^-^ • [x^ji. D'oii la commutativite de l2. 3.2.21 Ainsi la reduction modulo 7t'+' du morphisme 



adj de l2.3.2.ll est D^'-lineaire. On obtient le resultat par passage a la limite projective. 



□ 



2.3.3. Soient E (resp. F) un D^"' -module (resp. z5^"' -module) sans /7-torsion, separe et complet pour la topologie 
p-adique. Via le morphisme d'adionction l2.3.lTl le foncteur J{.^u' induit I'application 



Hom~(,„)(M^"'(f),£)^Hom~(„) (F,J{°m'£). 
Via le morphisme d ' adj onction 12 . 3 . 2T1 le foncteur m^'' induit I'application 



Hom^(,„) (F, ■£) ^ Hom^(„,) {uf\F),E). 



(2.3.3.1) 



(2.3.3.2) 
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On calcule que le morphisme compose 

u'^^'>{F)^V^u^foJ{%'-ou^f{F)^^^u^f{F), (2.3.3.3) 

dont la premiere fleche est I'image par m^"' de I2.3.1.f] et dont la deuxieme est 12. 3. 2.T] utilise pour E = u^^\f), est 
I'identite. Comme la premiere fleche est un isomorphisme, la seconde aussi. Par un calcul, on verifie de plus que le 
morphisme compose 

est I'identite. 11 en resulte que les applic ations l2.3.3.Tl et l2.3. 3^ ci-dessus sont reciproques I'une de I'autre. 

Remarques 23 A. Par manque de stabilite de la categoric des faisceaux quasi-coherents mise en exergue dans la section 
12] on ne dispose pas a priori d'un analogue dans ce contexte. 



3 La surcoherence implique I'holonomie 

3.1 Complements sur I'holonomie sans structure de Frobenius 

On suppose pour simplifier que X est integre. On designe par m un entier positif. 

Notations 3.1.1. Soit £ un D^"Q-module coherent. Notons (Fj'^j(£)),>o la filtration decroissante definie par la suite 
spectrale 

= S-xf (£xg„ „ (£,d(^%),$(^%) ^ ?{"(£) (3.1.1.1) 

pour n — Q, i.e., F^^^^{£,) /F'^^^ (£) = E'^^'. Lorsque le niveau ne fait pas de doute, on ecrira F'(£) au lieu de F'f^^^^^{E). 

11 decoule aussitot de MCarl lal 1.3] et avec ses notations que, pour tout < i < codim'^'"'(£), on obtientii2' = 0- ^1 
resulte, pour tout < ; < codim*'") (£), I'egalite F'(£) = £. 

Lemme 3.1.2. Soit — £' £ — -> £" — > une suite exacte de D^^^Q-modules coherents. Alors, on dispose de 

la formule codim''"-'(£) = min{codim''"-'(£'),codim''™-'(£")}. Autrement dit, pour tout entier i G fixe, I'egalite 
codim^™^ (£) > / est verifiee si et seulement si les deux egalites codim*-'"' (£') > / et codim''"' (£") > / sont satisfaites. 

Demonstration. 11 ne coute pas grand chose de supposer X affine. Soient E un D^'-module coherent sans /^-torsion tel 

c|ue£(Q) — > E. Par notherianite de d'^^\ on obtient des -modules coherents sans p-torsion en posant : = f^^{E), 
E" := g{E). On verifie que la suite canoniquement induite — s> £' — > £ — £" ^ est exacte et que Ton dispose des 
isomorphismes canoniques E'q — > E' et E"q — > E". La suite exacte obtenue modulo n, combinee avec I.Ber02] 
5.2.4.(i)] donne la formule souhaitee. □ 

Proposition 3.1.3. Avec les notations de \3.].]\ pourtoutO <i<d, F'(£.) estle plus grand sous "D^^^Q-module coherent 
de codimension superieure ou egale a i de £. 

Demonstration. D'apres ICarl lal 1.3], codim'™^(£'2') > i- Avec le lemme |3^ 1.21 on en deduit que codim*'") {EH) > i. 
Comme F'(£)/F'+' (£) = E^', il en resulte que F'{£.) est de codimension superieure ou egale a /. Soit £' un sous- 
D^^Q-module coherent de £ de codimension superieure ou egale a Par fonctorialite de la suite spectrale de 13.1.1.11 
on obtient le diagramme commutatif : 

F'(£') = 



F'(£)C > 

La fleche du haul est bien une egalite d'apres l3.1.1l et parce que £' est de codimension superieure ou egale a /. 11 en 
resulte I'inclusion £' ^ F'{E) factorisant ce diagramme commutatif. D'oii le resultat. □ 
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Proposition 3.1.4. Solent m' >m> deux entiers, £(™' un "D^^^-module coherent. On note S'™'' := ®^{in) fi''"', 
(F^'^j(£'-™))),>0 ef (F^'^yj(£'" •'))i>o les filtmtions decroissantes de \3.1.1\ On dispose de I'isomorphisme canonique 

Demonstration. Cela resulte du fait que I'extension 2)1^'^ — >^ 2)^"q est plate (voir llBer96bl ) et que le foncteur dual 
commute aux extensions (voir IVirOOl ). □ 

3.1.5. Les assertions de l3.1.1ll3.1.2l et l3.1.3l (resp. l3.1.4b restent valables en remplagant D^'q (resp. par 2)!^ q. 

Notations 3.1.6. Soit £ un CD^ ^-module coherent. On note £* := J{''D(£). On pose aussi £'^°' := (£*)*. On dispose 

ainsi du foncteur (— )'^°' : Coh(2)^ q) Hol(2)^- q,) defini par £ H> £''°'. En considerant la suite spectrale de 13.1.1.1] 

(avec 23^"q remplace par D^q), on verifie I'egalite F''(£) = £''°'. D' apres [3.1.31 (avec la remarque 13.1.5) , £'^°' est 

le plus grand sous-module holonome de £. On remarque de plus que le foncteur oubli Ho1(2)^q) — > €011(2)^ q) 

est adjoint a gauche du foncteur (— )''°'. En particulier, le foncteur (— )'^°' est exact a gauche et commute aux limites 
projectives. 

Lemme 3.1.7. Soient f : X un morphisme fini etale, £ un CD^ ^-module coherent. 

1. On dispose des isomorphismes f+ (£h°l) ^ /+ (£)hol et f+ (£ /£'"'>) ^ /+ (£)//+ (£)>'°l. 

2. £ est holonome si et seulement si f+ (£) est holonome. 

3. SI £ est surcoherent dans X alors /+(£) est un Dy ^-module surcoherent dans y. 

Demonstration. La premiere assertion [1] resulte du theoreme de dualite relative (voir ||Vir04| ) et de I'exactitude du 
foncteur /+ lorsque / est fini et etale. La seconde resulte du premier isomorphisme de[T|via le fait qu'un monomor- 
phisme £' ^ £ de ^-modules coherents est un isomorphisme si et seulement si /+(£') ^ /+(£) est un isomor- 
phisme. La derniere assertion decoule de I'isomorphisme de commutation du foncteur localisation aux images directes 
(voir OCar04l 2.2.18.2]) et du fait que le foncteur /+ est acyclique car / est fini et etale. 

□ 

Lemme 3.1.8. Solt £' C £ wn monomorphlsme de Q-modules coherents. Le morphisme £*°' — > £'^°' Indult par le 
foncteur (— )''°' (volr \3.1^ est alors un monomorphlsme. De plus, £*°' = £' H £'^°'. 

Demonstration. La premiere assertion resulte de I'exactitude a gauche du foncteur (— )''°' (voir l3.1.6] l. Comme £' n 
£''°' est un I)^ ^-module holonome (car inclus dans un module Q-holonome) inclus dans £', comme £*°' est le 
plus grand sous-CD^ Q-module holonome de £', on en deduit que £*°' = £' n £''°'. □ 

Lemme 3.1.9. Solt £ un D'^ Q-module coherent. Le morphisme canonique £* (£'^°')* est un Isomorphisme, I.e., 
(£/£hol)* = 0. En particulier, (£/£hol)hol ^ Q. 

Demonstration. Posons £n- hoi := £/£''°'. Comme £''°' est holonome, alors 'K '©(£h°i) = 0. En appliquantle foncteur 
Jf^D a la suite exacte £''°' — > £ — > £n-hoi ^ 0, il en resulte que I'on obtient la suite exacte — > £j^_ijoi £* ^ 

adj 

j-ghoi-j* _^ Q (3omme c'est un morphisme de Q-modules holonomes, quitte a utiliser I'isomorphisme de bidualite, 
il suffit de verifier qu'en appliquant le foncteur Jf^D au morphisme £* ^ (£'^°')*, on obtient un isomorphisme. Or, ce 
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dernier est le morphisme (— )^°'(adj) : (£''°')''°' ^ fi*^"'. Coinine le rnorphisrne d'adjonctionde la forme adj : 3'''°' C 5" 
est fonctoriel en 3^, on dispose du diagramme commutatif 



£holC 

adj 

^ghol'jholC 



adj 



(-)h°l(adj) 



adj 
- £hol_ 



Comme £'^°' est holonome, la fleche de gauche est bijective. De plus, les fleches du haut et de droite sont identiques. 
11 en resulte que la fleche du has est un isomorphisme. 

□ 



3.2 Surcoherence dans un V-schema formel lisse 

On designera par X un V-schema formel lisse. Pour tout sous-schema ferme Z de X, on note (^Z) le foncteur loca- 
lisation en dehors de Z (voir [Car04. 2]). L'objectif de cette section est de valider risomorphisme lT2.8.1l Pour cela, 
introduisons d'abord la notion suivante. 

Definition 3.2.1. Soit £ un objet de (f-)D(D'^ q). 

• Le complexe £ est « surcoherent dans X » si £ e (^")^coh(-^a:" q) Pour tout diviseur T de X, on ait 

(tr)(£)G(F-)D^„,(Dt^.^j). 

• On dit que £ est « surcoherent dans X et apres tout changement de base » si, pour tout morphisme d'anneaux 
de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques {0,p) de la forme V — s> V, en notant / : X Xspf(v) 
Spf(V') — > X le morphisme canonique, /*(£) est surcoherent dans X Xgpf^vj Spf (V). De meme, on ajoutera 
« apres tout changement de base » pour d'autres notions, e.g. la surholonomie. 

• Enfin un (F-)D^ jj-module est surcoherent dans X s'il Test en tant qu'objet de (F-)D^{D'^ q). 

Lemme 3.2.2. 1. Soit (X,),- un recouvrement ouvert de X. Un complexe £ G 0*^(1)^ q) est surcoherent dans X si 
et seulement si £ |X,- est surcoherent dans X,- pour tout i. 

2. Si deux termes d'un triangle distingue de D'°{D'^ q) sont surcoherents dans X, alors le troisieme Vest. 

3. Un complexe £ G D'°[D^^ q) est surcoherent dans X si et seulement si pour tout entier y G Z les modules W (E.) 
sont surcoherents dans X. 

4. Pour tout sous-schema ferme Z de X, pour tout complexe £ G D^{'DI^ q) surcoherent dans X, le complexe 
(^Z)(£) est surcoherent dans X. 

Demonstration. Les deux premieres assertions sont triviales. La troisieme resulte du fait que le foncteur (^T) avec T 
un diviseur de X est exact sur la categorie des 2)^ Q-modules coherents. Traitons a present le quatriemement. Lorsque 

Z est un diviseur, cela decoule de la formule IICar041 2.2.14] : pour tout diviseur T de X, on a (^T) o (^Z)(£) — > 
(^Zur)(£). On termine la verification par recurrence sur le nombre de generateurs de I'ideal de Ox induit paiZ^X, 
en utilisant des triangles distingues de Mayer- Vietoris (voir IICar04l 2.2.16]). 

□ 

Lemme 3.2.3 (Berthelot-Kashiwara/surcoherence dans un V-schema formel lisse). Soit u : Z ^ X une immersion 
fermee de V-schemas formels lisses. Les foncteurs u+ est w induisent des equivalences quasi-inverses entre la catego- 
rie des Q-modules (resp. des complexes de D^{Dt^ q)) surcoherents dans Z et celle des Q-modules (resp. des 

complexes de (DI^ o)'' support dans Z surcoherents dans X. 
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Demonstration. D'apres la version coherente du theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir IIBer02l 5.3.3]), le lemme est 
deja connu en rempla9ant la notion de surcoherence dans un V-schema formel lisse par celle de coherence (en effet, le 
cas respectif decoule du cas non respectif, car les foncteurs u+etu' sont acycliques sur les categories non respectives). 
Soient 3^un 2)^ Q-module surcoherent dans 2,et T un diviseurdeX. D'apres la demiere assertion de |3.2.2| (^rnZ)(?) 

est un Q-module coherent. II en resulte que u+{{jT nZ)(5')) est un T>'^ Q-module coherent. Or, par [|Car04J 

2.2.18.2], M+o(trnZ)( J) ^ (+r)oM+(J). On a ainsi verifie que m+(3^) est un CD^- Q-module surcoherent dans X. 
De meme, en utilisant IICar04l 2.2.18.1] et via la version coherente du theoreme de Berthelot-Kashiwara, on verifie 
que si £ est un Dlj. Q-module a support dans Z surcoherent dans X, alors m' (£) est un 2?^ ^-module surcoherent dans 

Z. ' ' ' □ 

Lemme 3.2.4. Soient £ e D^{D^^ q) un complexe surcoherent dans X et u : Z'^ X immersion fermee de V-schemas 
formels lisses. Alors, m'(£) est un complexe de D^iT)^^, q) surcoherent dans Z. 

Demonstration. Par l3.2.2l via le triangle de localisation en Z de £ (e.g. voir IIBer021 5.3.6]), la Q-surcoherence 
dans X de £ et (^Z)(£) impHque celle de Rr2(£). Comme ce dernier est a support dans Z, avec le theoreme de 
Berthelot-Kashiwara de l3.2.3l on obtient alors que M'Rr2(£) est 2)^ Q-surcoherent dans Z. Comme d'apres l,Car04] 
2.2.18.1], u' o]Rr2(£) — > Kr^ o «■(£) = m'(£), on a termine la demonstration. □ 

3.2.5. Soit fl : Z =— X une immersion fermee de V-schemas formels lisses. Pour tout ©^"'-module £'"'), pour tout 
D^'-module E^"'\ on definit un complexe a gauche de 'r'^"'-module ou respectivement de D^"'-module en posant 

Lfl*(£('")) S^t^ ®^_^^„„) fl-'£('"), (3.2.5.1) 

Lfl* :=5^"2^^0^,„,)£("\ (3.2.5.2) 

On definit de la meme fa9on le foncteur La* sur la categorie des Dt^ Q-modules (resp. des Q-modules) et le foncteur 
ha* sur la categorie des T)^"' -modules (resp. des D^^'^-modules). 

3.2.6. Soit a : Z^ X une immersion fermee de V-schemas formels affines et lisses. Soit £ un Q-module coherent. 
Soit 3 (resp. J,) I'ideal de Ox (resp. Ox,) induit par I'immersion fermee Z ^ X (resp. Z,- ^ Xf). Comme Oz, = 
a-'^OxJa-'^Ji, on verifie alors 'D^z"l^^_ := a*D'f^ = a-'(D^"V2,I'^"^)- Comme J est O^-coherent, 3 ^st 
un D^^-module a droite coherent. Comme J est O^-plat, alors il en resulte que JD^^ et done S^' /JB^^ sont des 
D^^-modules a droite coherent. Via 0Ber96bl 3.3.9], cela entraine que le morphisme canonique 

lim©[7V3;2)J^ (3.2.6.1) 

est un isomorphisme. De plus, il decoule de IIBer96bl 3.2.3] que le morphisme canonique 

of /Wf ^ lim47' (3.2.6.2) 

est un isomorphisme. Comme le foncteur r(X, — ) commute aux limites projectives, les isomorphismes [372.6. II et 

|3.2.6.2| entrainent r(X,!D^^/J'D^"') D^^^ / ID^^\ Comme T>^^}_^y- = \\m'D^^}_^^_, comme commute aux limites 

projectives, on deduit de|lZ6Jjr isomorphisme a3zl^x ~^ 2)_^VJ2^.^"^ i-e- ^tLx ^ fl^H^^I^-'V^S^"^). On 
entireD^"i,3e^D^"V/^x*- 
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En passant au produit tensoriel par Q sur Z puis a la limite inductive sur le niveau, on obtient alors : l^z^x ^ 
a^'(2)^- q/!J2)^- q) et D^2,^x ~ q/^^x Q- D'oil les isomorphismes : 

a'(£)K] ^ Lfl*(£) ^ fl-i(2)t£_Q/J2)t£Q0^.^_^£), (3.2.6.3) 

oil c/„ est la dimension relative de a, le premier isomorphisme provenant de llBer02J 4.3.2.2], le second resultant du fait 
que le foncteur a^' preserve la platitude. 

Remarques li.l.l. Avec les notations de |3.2.5l il decoule du premier isomorphisme de |3.2.6.3l et de |3.2.4| que si £ est 
un 2)^. Q-module surcoherent dans X alors La* (£) est surcoherent dans Z. 

Lemme 3.2.8. Soit a : Z ^ X une immersion fermee de V-schemas fonnels affines et lisses dont V ideal de Ox de 
definition est principal. Soit £ un ^-module coherent tel que J{''fl'(£) soit un CD^ ^-module coherent. On dispose 
alors de V isomorphisme canonique : 

a*{E) r(Z,fl*(£)). (3.2.8.1) 

Demonstration. Soit t un element engendrant I'ideal de definition de a. Via la resolution plate — s> q — ^ D'^ ^ — j> 
D'^ Q/tT)]^ Q — i> 0, on deduit de l3.2.6.3] les deux egalites a*a*(£) = £/f£ et a^Ji'^ a' {£.) ~ ker(f : £ — s> £). De meme, 
par 13.2.6^ on obtient a*{E) = E/tE. Comme !K''fl'(£) est un D^^-module coherent, il verifie les theoremes de 
type A et B. Comme le foncteur a* est exact et preserve les injectifs (car son adjoint a gauche a^' est exact), il en 
resulte que, pour tout / > 1, H'{X,a^'K^a'{£.)) — 0. Comme £ verifie aussi le theoreme de type B, en appliquant 
le foncteur Rr(X,— ) a la suite exacte — )> a^:'K^a■{£.) £. ^ £. / a^.'K^ a' {E) — J> 0, il en derive que, pour tout / > 
1, /?'(X,£/fl*J{''a'(£)) et T{X,E/a^:K^a-{E)) = £/r(Z, JfOfl'(£)). On en deduit qu'en appliquant le foncteur 
r{X, — ) a la suite exacte — s> £/fl*J{''fl'(£) -'-^ £ — s> £/f£ — > 0, on obtient I'isomorphisme r(X, £/f£) — > E/tE. 

□ 

Proposition 3.2.9. Soit a : Z ^ X une immersion fermee de V-schemas formels affines et lisses. On suppose X 
muni de coordonnees locales ti,. . . ,t„ telles que Z — V{ti,... ,tr). Soient £ un 2)^ Q-module surcoherent dans X. On 
beneficie de I'isomorphisme canonique : 

fl*(£) ^ r(Z,fl*(£)). (3.2.9.1) 

Demonstration. On precede par recurrence sur r. Lorsque r = 1, cela decoule du lemme [J.2. 81 Notons X' :—V{ti). 
D'apres [3.2.7l en notant : X' ^ Xl'immersion fermee canonique, £' := Z7*(£) est un D'^, j^-module surcoherent dans 
X'. En notant c : Z ^ X' I'immersion fermee canonique, par hypothese de recurrence, on obtient les isomorphismes 
b*{E) ^ T{X',b*{E))^E' et c*{E') r(Z,c*(£')). Comme ^ c*ob*{E) et a*(£) c*ob*{E), on 
en deduit le resultat. 

□ 

Remarques 3.2.10. U isomorphisme [3.2.9.11 est utilise dans la demonstration du lemme 13.3.31 (voir I'etape II. 4)). 
J'ignore si cet isomorphisme reste valable lorsque £ est seulement un T)'^ Q-module coherent. 

3.3 Preuve du resultat principal 

Lemme 3.3.1. Soit a : Z ^ X une immersion fermee de V-schemas formels affines et lisses. Soient £'"'•' un D^^- 
module coherent sans p-torsion et := r(X, £'")). Notons E^/"'' £(") (g)^ V/ti'+^V 4^ £('") ®v V/ti'+'V, 
£<'"^-r(X,£|"''). 
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Si pour tout entier i le morphisme canonique La*(£,(™'') fl*(£,(™'') est un isomorphisme, on dispose alors des 
isomorphismes canoniques : 

Lfl*(£("')) ^ fl*(£('")) ^ limfl*(£;('")), (3.3.1.1) 
La*(£('")) «*(£('")) ^ limfl*(£/"')), (3.3.1.2) 

^ r(Z,fl*(£('"))). (3.3.1.3) 

Demonstration. D'apres 0BerO2| 3.4.5], on dispose de I'isomorphisme La*(£('")) RlimLo? (£/'"'). On obtient 
ainsi les deux isomorphismes canoniques du milieu 

a*(£W) ^ Lfl*(£('")) ^ MlimLfl* (£,■('")) ^ Mlimo* (£,•('")) <^ limfl*(£,-("')). (3.3.1.4) 

Comme Lfl*(£('")) (resp. Mlima* (£/'"')) est un complexe a gauche (resp. a droite), ces deux complexes sont done 

isomorphes a un module. D'oii les deux isomorphismes aux extremites de |3.3.1.4l 

Traitons a present le second isomorphisme. Via le theoreme de type A pour les 2) j^"' -modules quasi-coherents, on 
obtient par associativite du produit tensoriel I'isomorphisme canonique La* (£,('"') — > D^™^ La*(£',-(™^). Via le 

theoreme de type A pour les modules D^"' -modules quasi-coherents, comme La* (£,•('")) ^ fl*(£/'")), il en resulte 

I'isomorphisme La*(£',('"^) — > a*{Ei^'"^). De plus, on dispose d'apres l2.1.4.1l de I'isomorphisme canonique E^^^ — > 
(g)v V/jt'+' V. On obtient alors de maniere analogue (on utilise I'appendice B de IIB078II au lieu de IIBer02l 3.4.5]) 
les isomorphismes 1373. 1 .41 avec des lettres droites. En particulier, on a verifie IT3.1.2I Comme le foncteur r(Z,— ) 
commute aux limites projectives, comme 

r(Z,a*(£;('"))) ^ «*(£,■('")), on en deduit risomorphisme [T3. 1.31 a partir 
de l3.3.1.1l et [33X2l □ 

Leirnne 3.3.2. Soient R un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques {0,p), L son corps des 

o 

fractions et M un R-module separe pour la topologie p-adique. 

o 

Pour toute famille L-libre (Pi,. . . ,Pr} de Mq, il existe alors un entier No >0 tel que, pour tout entier n, on ait 
I 'inclusion : 

{LPi + ■ ■ ■+LP,-) n p^°+"M c p"{RPi + ■ ■ ■+RPr). (3.3.2.1) 

O 

Demonstration. La filtration de LPi H hiP,- induite par {LPi H hLP,-)r\ p'^^+'^M (resp. p"{RPi H \-RP,)) 

munit LPi H \-LPr d'une norme de Banach. Comme ce dernier est de dimension finie, ces normes sont equivalentes. 

□ 

Lemme 3.3.3. Soient £ un Q-module surcoherent dans X et apres tout changement de base. Notons Z le support 
de £/£''°'. Par I'absurde, on suppose que Z est non-vide. Pour toute composante irreductible Z! de Z, il existe alors 
un ouvert affine de X tel que 

1. I 'ouvert Y C\Z' soit lisse et dense dans Z' ; 

2. le module (£/ £''°') soit holonome. 

Demonstration. On remarquera que I'hypothese de finitude sur £ n'est utilisee qu'a I'etape II. A). 
Etape I) : Preliminaires, reduction du probleme et notations. 

Etape 1). Le lemme est local en X. Quitte a remplacer X par un ouvert affine ^ de X tel que F nZ' = 7 nZ et tel 
que F nZ' soit un ouvert lisse et dense dans Z', on peut ainsi supposer X affine, Z — Z'ttZ lisse. D'apres le theoreme 
OCarl lal 3.7] et la proposition l3.2.4l il existe un ouvert dense de X sur lequel £ devient holonome. II en resulte que la 
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dimension du support de £n-hoi est strictement plus petite que celle de X. Notons r > 1 la codimension de Z dans X. 
Avec le theoreme de relevement de EMk (voir lElk731), il existe alors une immersion fermee de V-schemas formels 
affines et lisses de la forme X qui releve Z ^ X. Grace au theoreme de Kedlaya de |Ked05|, quitte a retrecir X, 
il existe un morphisme fini et etale de la forme /z : X — > tel que /i(Z) C A^^' . Grace au lemme [3!l.7| on se ramene 
ainsi au cas oil Z ^ X est I'immersion fermee A'^^' ^ A^. 

Etapel) . Notons £n-hol '■ = £/£'^°'. Comme £n-hol est a support dans Z, d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara, 
il existe un 2)|. ^-module coherent J tel que £n-hol — > m+(3^). II sufftt de prouver qu 'il existe un ouvert dense V de Z 
tel que ?|Q3 soit un Of^f^-module litre de type fini, ce qui sera etabli a I'etape II). 

En effet, cela entraine a fortiori que 3^|QJ est un Djj ^-module holonome (voir I'exemple llCarl lal 2.1 1]). De plus, 

comme I'holonomie est preservee par I'image directe d'une immersion fermee, comme £n-hoi — > il en resulte 

I'holonomie de £n-hoi|y pour tout ouvert ^ de X tel que y n Z = 2J. D'oii la verification de I'etape 2). 

Etape 3). D'apres llCarl lal 3.6], quitte a faire un changement de base, grace a I'etape 2), on se ramene au cas oil 
k est algebriquement clos et non denombrable. 

Etape 4). II existe mo assez grand, il existe un d'^'q^ -module coherent 3'('"o) tel que Ton dispose de I'isomorphisme 
'^z, o ® (""o) -F^'""^ — > 3^. A present, m designera toujours un entier plus grand que mo- Notons 3^^'") := D^^L ~ 

g^(™o) On dispose des morphismes canoniques Z)^Q-lineaires p,„ : F^™) — > (onrappelle que les lettres droites 

designent les sections globales du faisceau correspondant). Soit 3^(™o) 25 ^"'-module coherent sans /^-torsion tel 
que JFq""^ —i' J"'™") . On construit par recurrence sur m > mo + 1 un 2)^^-module coherent 3^'"'' sans p-torsion tel que 
IFq'^ — ^ Pm-i (^^ '"' '•') C F^'"' (en effet, via des theoremes de type A, cela decoule de la noetherianite 

deS^'). Comme est sans p-torsion, on pose et on obtient jj'"' := V/ti'+^V®!^ ^ V/ti'+i V 8)v J"*'"'- 

On note ensuite £|,"J,oi := (^^'"^ ) et £|,"Jjoj := £|i"hoiQ- Grace a la premiere etape (etape qui n'utilise pas I'hy- 
pothese de finitude sur les fibres) du theoreme OCarl lal 3.4], il existe un ouvert dense Z(,„) de Z tel que J^™^ |Z(,„) est 
isomorphe au complete p-adique d'un Oz.|^^_j -module libre. II est done de la forme 5'("''|Z(,„) — > (O^™!) oil E,„ est 
un ensemble a priori denombrable. 

Designons alors par ti,... ,tci les coordonnees canoniques de X telles que Z = V{ti, . . . ,tr). On obtient des sous- 
V-schemas formels fermes de X en posant X' := V{tr+i,. . . ,td) et Z' := V{ti,. . . ,tii). On obtient alors le diagramme 
canonique cartesien ; 

(3.3.3.1) 




Comme k est algebriquement clos et non denombrable (voir I'etape 3)), quitte a faire un changement de coordon- 
nees, on peut supposer que |Z'| e ri,„(zj^Z^^y 

Etape 5). Comme |Z'| e Zi„,), via en outre 13.3.1^ on obtient I'isomorphisme Z7*(j('"') ^ (V'^'"')". Ainsi, 
b*{'J^'^') est sans /^-torsion, separe et complet pour la topologie /?-adique. D'apres [3.3.1.21 et 13. 3. 1.31 on beneficie 
de plus des isomorphismes 

= b*{F^"'^) lim/7*(f;- 

Remarquons enfin que via l2.1.4.Tl on beneficie de I'isomorphisme b*{Fi^"'^) — > V/7i'+' V ®v^*(^''"''). 
Etape II) : il existe un entier OT2 assez grand tel que 3^\Z(^„^) soit un z^^^^^yQ-module libre de type fini. 

Etape 1). Acyclicite. D'apres [1.3.5.11 on dispose des isomorphismes LaJ* oui+ 
effet, on remarque que les dimensions relatives de a et b sont identiques). Comme 3^^'"'|Z(,„) est plat, on obtient 
L/7;(J,('«)) ^ /7*(J;('")). D'od les isomorphismes 

Lfl*oM,-+(J,("')) ^ fl*oM,-+(J,-('")) ^ M;+ofe;(J,.H). (3.3.3.2) 
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Etape 2). he module fl*(£j,.i,oi) pseudo-quasi-coherent {voir la defmition \2.1.1\ . Plus precisement, on dispose 
des isomorphismes canoniques 



a*oM+(j('")) ^ limfl*oM,+ (J, 



(m)N 



(3.3.3.3) 
(3.3.3.4) 



Preuve : On beneficie de I'isomorphisme canonique 

0|,,„,, (Lfl*o ^ Lfl* «+(^' 



(m) ^ 



(3.3.3.5) 



Comme S^^'"' est coherent et sans /j-torsion, il en est de meme de M+(J('")). D' apres BBer02l 3.5.1], on dispose alors 
des isomorphismes canoniques 



Via le premier isomorphisme de 13.3.3.2] on en deduit les isomorphismes : 

©5;:'®^,,, (La*o«+(j('"))) ^ 1>^x;®^i.) («*o «+(:?('"))) ^ a;o«,-+(J,W). 

D'apres ||Ber02| 3.4.5], comme m+(?'('"^) est coherent. La* o est quasi-coherent. II en derive 

La* oM+(j(™)) ^ RlimBj"' (La* o . 

II derive alors de l3.3.3.'7l et l3.3.3."8] les isomorphismes du haut du diagramme ci-dessous : 

ha* o M+( JH) — ^ Klim2)^"' ®^(„,) (a* o m+(J("'))) _^ Klima* o «,■+( 



fl O M_|_ 



(3.3.3.6) 



(3.3.3.7) 



(3.3.3.8) 



(3.3.3.9) 



(j(m))^^limB5j'®^„„, (fl*o«+(jW)) ~ ^ lima* o 



Comme la fleche horizontale du haut a droite est un isomorphisme entre un complexe a gauche sur la gauche et 
un complexe a droite sur la droite, il en resulte que les morphismes verticaux (et done ceux du has) sont bien des 
isomorphismes. D'oii le resultat. 

Remarquons au passage que le fait que le morphisme canonique limMj^ ofo* — > Klimu'j^ o b* {S'i^'"' ) soit un 

isomorphisme se voit directement. En effet, d'apres P Ber02l 2.2.3.2 et 2.4.2], la formation de u'-^ob*{3^j^"^^) commute 
aux changements de base. II en resulte que le systeme (u\^ ob^iS^i^'"^)), est quasi-coherent au sens de Berthelot. Par 
0BO78I 7.20], on dispose alors d'une version faisceautique quasi-coherente de Mittag-Leffler qui s'applique ici. D'oii 
le resultat. 

Etape 3) On dispose des isomorphismes canoniques : 



a*{E^2o\) ^ fl*oM+(F("')) limfl*oM,-+(^;-W) ^ \imu\+ob*{Fi^'"^) ^ m'| o^*(^*'"^)- (3.3.3.10) 
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Preuve : Par 12.1.7.21 il vient r(X,M+(jW)) ^ m+(fW). Comme £|,''|]„i = m+(J('")), on a done verifie le 
premier isomorphisme de 13.3.3.101 Verifions a present le second. Grace au premier isomorphisme de 13.3.3.21 et 
a 13.3.3.61 on remarque que Ton peut utiliser 13.3.1. 31 pour u+ On obtient done le premier isomorphisme : 

r(X',fl*(M+(j(")))) ^ fl*(r(X,M+(j('"'))) ^ fl*oM+(#'W).Or, enutilisantles theoremes de type A pour les mo- 
dules quasi-coherents surles schemas, on verifie F isomorphisme canonique : r(X/,fl* om,-+(3',- ('"))) — )■ 0H,_,_(f;("')). 
Comme le foncteur r(X',— ) commute aux limites projectives, il en resulte r(X',limfl* o m;+(3',('"))) lima* o 

Ui+{Fj^''"^). On a ainsi verifie qu'en appliquant le foncteur r(X',— ) a 1' isomorphisme [3^3 . 3 .41 on obtient (a isomor- 
phisme canonique pres) le deuxieme isomorphisme de l3.3.3.10l De meme, le troisieme isomorphisme l3.3.3. lOl resulte 
du deuxieme isomorphisme de 13.3.3.21 Enfin, le dernier isomorphisme de 13.3.3. lOl resulte de I'etape 1.5). D'oil le 
resultat. 

Etape 4) .• construction de G^'"K 

Via les theoremes de type A et B pour les ^-modules coherents, on dispose de la surjection E ^n-hoi- En 
lui appliquant le foncteur a* exact a droite, on obtient la surjection a*{E) -» fl*(£'n_hoi). Comme par hypothese £ est 
surcoherent dans X, grace a 13. 2. 9. II on beneficie alors de I'isomorphisme r(X',fl*(£)) a*{E). Comme a*(£) est 
un Dl^, jj-module coherent, via le theoreme de type A pour les Dl^, ^-modules coherents (voir I Ber96b< 3.6.5]), on 

en deduit que a*{E) est un D^, Q-module de type fini. II existe done des elements jci, . . . ,xn G a*(£'n-hoi) tels que 

Comme fl*(£'n-hoi) — lini'2*(^n4Loi)' luitte a augmenter otq, il existe xf'\. . . jX^"* G a*{E^^^^) tels que, pour tout 

I = l,...,N, xj"' s'envoie sur x/ via le morphisme canonique fl*(£n"hoi) ^ fl*(£^n-hoi)- Pour tout m > mo, posons 
Q{m) c fl*(£'^^|,i), 011x1™ designe I'image dexj''^ viale morphisme canonique a* (Zi^"^"!) — >■ 

a (^n-hol)- 

Terminons cette etape 4 par une remarque. Avec les notations ci-dessus, pour tout x^'^^ G a*{E^"^^^), il existe m > otq 
assez grand tel que I'image de x'"^ via le morphisme o*{E^"^^^) — > ci*{e'^"^^^) appartienne a G'™'. 

Etape 5) ." construction de G^'"K 

Comme G''"' est D^'^Q-coherent, il existe un -module coherent sans /7-torsion G^™^ tel que Gq "^ G^'"'. 
Puisque Ton dispose de I'inclusion D^'Q-lineaire G'™-* C a*{E^^'^^^), comme (o* {E^^"-^^^)j ^ — a*{E^^^), quitte a 
multiplier par une puissance de p convenable, on peut en outre supposer G^"^ C a*{E^^"^^^). 

Etape 6) .• construction de H^'"^ et H''"'\ 

D'apres l3.3.3.10l on dispose de I'isomorphisme — > ob*{F^'"'') que Ton notera 9^'"'. On pose alors 

ff{m) e(m)(^(m)) gt //<'") := (//('"))q. 

Etape 7) .• le V-tnodule 'K^u'\w"''>) est litre de rang fini. 

Comme 'MP u'\w'"'> ) est sans p-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique (voir l2.2.5l l. celui-ci est le 
cornplete p-adique d'un V-module libre. II reste a verifier qu'il est de type fini sur V. D'apres I'etape 7.5), le module 
est sans /j-torsion, separe et complet pour la topologie p-adique. On dispose alors du diagramme canonique 

^(m)C ^ M^') o/7*(F('«)) ^=^= o/7*(F('")) 



dont les morphismes horizontaux de gauche sont induits fonctoriellement par I'inclusion canonique H^'"> C u_^ o 
b*{F^"^'i), dont les fleches verticales de gauche et du centre sont induits par les morphismes d'adjonction de 12.3.2.11 
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dont le morphisme horizontal en bas a droite se constmit a paitir du morphisme d'adionction 12.3. iTTI Le carre de 
gauche est commutatif par fonctorialite. D'apres [2.3.3.31 le carre de droite est commutatif et ses fleches sont des 
isomorphismes. En particulier, la fleche verticale du centre est un isomorphisme. Comme le foncteur "K^u'' est exact 
a gauche, on obtient I'inclusion canonique 

jfOj^/!(^(m)) ^ J{0„'! („'!'«) o/7*(f("'))). Par 11221 en lui appliquant le 
foncteur , il en resulte que la fleche horizontale du bas a gauche est injective. On en deduit que la fleche canonique 
u'j^'}{Pu'\H^'^^) est injective. Comme est D^'-coherent, il en resulte par noetherianite de D^J^ que 

u'^'K^u'\H^"''^) est 5^''-coherent. II decoule du lemmeEISque u'- [H^"''^) est un V-module libre de rang fini. 

Etape 8) ." Par I'absurde, on suppose que, pour toutm > mo, b*{F^'"^) n'est pas de type fini sur V. On aboutit alors 
a une contradiction. 

i) Avec notre hypothese par I'absurde, nous construisons par recurrence sur 5 G N des elements yo"', . . . ,yf'^ £ 
l,*{p(mij)^ ainsi que des entiers no; ■ ■ ■ de la maniere suivante. 

II resulte de 12. 3.1.1] que le morphisme canonique "K^ u'\u^^\b* {F^'"'^))) est un isomorphisme. Via 

cet isomorphisme, on identifiera 3-C^u'' {H^'^') comme un sous- ensemble de b*{F^"'^). Comme /?*(#'('«o)) 

est sans p- 

torsion, separe et complet pour la topologie p-adique (voir I'etape /.5)), comme on suppose que b*{F^"^o)'^ n'est pas 
un V-module de type fini, le /T-espace vectoriel ^7*(f = (jj*{F^'"°'^)j ^ n'est pas de dimension finie. Comme 

:KOm''(//(™)) est un V-module libre de type fini, il existe done un elemental,"' G b*{F^'^'>) tel queyl,"' ^ 5{°m'' (//('"«)). 

Comme de plus le /T-espace vectoriel Ky'^^ +3i^u''{H^'"'') est de dimension finie, d'apres D.3.21 il en resulte qu'il 
existe un entier no > tel que, pour tout entier n, on ait I'inclusion : 

(/Tyl)'''® J£°m''(//('"o))) n/'«+"/7*(f'('"«)) C p" (v3;|,'''©J{V'(h('"o))) . (3.3.3.11) 

Supposons a present construits y^Q\- ■ ■ ,3'^'^' G b*{F^"'o'') ainsi que les entiers nQ,... Comme pour tout m > mq 
le /T-espace vectoriel b*{F^'"^) n'est pas de dimension finie, il resulte de IICar06bl 2.2.8] que I'image de b*{F'^'"o)) 
b*{F^"'"i) est un ^T-espace vectoriel de dimension infinie. Notons M('+^) := 'K^u'- (^^(™o+*+i)) +^^^0^:3;^'+'^, 0113;^'+'' 
designe I'image de y^^^ via le morphisme b*{F^"'o)) fo*(/r("'o+.«+i)), Soit M^'+i) un V-module libre tel que M(-'+i) ® 
Q ^ Mf-^+'J. Comme M^-'+i) est de dimension finie sur K, il existe done yf^^ G p'+'^b*{F^"^'>) tel que ^ 
]VC(^+0. Quitte a multiplier par une puissance de p, on peut en outre supposer que pour tout j — 0,...,s, on ait 
y^/l_i G p'+"j77*(f D'apres p. 3. 21 il existe alors un entier n^+i > n^- + 1 tel que pour tout entier n on ait 

(m(-'+i) e/Tyf+Y') n C p" (m(^+i) © Vyf+/') . (3.3.3.12) 

ii) Posons alors y'"' 'LJ=oyf'^ & b*{H"'o)). Soit alors x*") G a*{E^^l^) I'element tel que e^^o^-*^'"') = 1 ®y''^^- 

D'apres la remarque a la fin de I'etape 4), il existe s>\ assez grand tel que I'image x'^' de x*^"^ via le morphisme 

canonique fl*(£f''hoi) ~^ '^*(^n'hot*') appartienne a 0^'""+'*^. Or, il decoule par completion /?-adique du carre de droite 
de ll.3.3.2l (i.e. S — T) que Ton dispose du diagramme commutatif 

«*(£lTol) )«*(^n'ho\)^— e,:^) - «f°'oy(F('"«)) (3.3.3.13) 

L'image de 1 ^yt") = IJLq 1 'g)yf^ via la fleche de droite de l3. 3.3. Bl est 1 (g)y^'\ oily(") LJ=oy^f e b*{F^"'o+''>). On 

en deduit I'egalite 9('"''+^)(xM) = l(8)yW.Il en resulte que 1 (g) G //'"'<'+^'. Comme l(g)jW est annule par fi , . . . ,fr, 
on a en fait 1 ®y^'^ G :K°u''{h'^"'o+'^). Modulo 1' identification de J{°m"(h('«o+^)) a un sous-ensemble de b*{F^'"o+'')), 
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onobtientdonc/') G?{''M"(i/("'o+-')). Ainsi, y^"' -I}=o3'y G {^u''iH^"'o+'^^)+lfjll^Kff)+KyY':^M^'^®Kyr 
Or, pour tout j>s+l, on a y'-f e pi+"^fo*(#'('«o+*)). Commey'^''> -^^^y^f = LJ=s+iy^j\ obtienty(') -^.^oy*"' € 
(m(*) n p^+"^b*{H'"o+'^) C p (m(^) © Vyi'') . Comme - L}=oy*'' se decompose dans M'-^) ®Kyi''' en 

(y'^' — LyloV;*') ~ Oil ^ done abouti a une contradiction. 
Etape 9) ; conclusion 

D'apres Fetape 8), il existe un entier mi assez grand tel que b*{F^'"'-^) soit un K-espace vectoriel de dimension 
finie. Par MCar06bl 2.2.8], il en resulte que pour tout m > mi, b*{F^'"'') est un /T-espace vectoriel de dimension finie. 
En reprenant les etapes 1.5) et 1.6) de la preuve de FC arl la| 3.4] qui restent valables (I'hypothese de finitude sur les 
fibres n'est utilisee qu'en amont de la preuve), on etablit qu'il existe un entier OT2 assez grand tel que iFIZ^,^^) soit un 
Oz(„ j,Q-module libre de type fini. 

□ 

Theoreme 3.3.4. Soit £ un ^-module surcoherent dans Xet apres tout changement de base. Alors £ est holonome. 

Demonstration. Posons £n.hoi ^/ S*^"'- Notons Z le support de £n-hoi- I'absurde, supposons Z non-vide et soit Z' 
une composante irreductible. D'apres 13.3.31 il existe alors un ouvert y de X tel que I'ouvert Y OZ' soit lisse et dense 
dans Z' et tel que le module £n-hoi|y soit holonome. Or, (£n-hoi|y)''°' — (£n-hoi)''°'|y — 0, la derniere egalite provenant 
de |3.1.9l De plus, comme le module £n-hoi|y est holonome, on obtient I'egalite (£n-hoi|y)''°' = (£n-hoi|y) (voir |3.1.6] l. 
On a ainsi aboutit a une contradiction. □ 

3.4 Application : autour de la surholonomie 

On designera par X un V-schema formel lisse. Le foncteur B indique le foncteur dual 2)^- Q-lineaire comme defini par 
Virrion (voir llViiOOl ). 

Definition 3.4.1. Soit £ un objet de (F-)D('D^ q). On definit par recurrence sur I'entier r > 0, la notion de r- 
surholonomie dans X, de la fa9on suivante : 

1 . Le complexe £ est « 0-surholonome dans X » si £ est surcoherent dans X ; 

2. Pour tout entier r > 1, £ est « r-surholonome dans X » si £ est r — 1-surholonome dans X et pour tout diviseur 
T de X, le complexe Do (^r)(£) est r— 1-surholonome dans X. 

On dit que £ est « surholonome dans X » si £ est r-surholonome dans X pour tout entier r. Enfin un (F-)D^ Q-module 
est r-surholonome (resp. surholonome) dans X s'il Test en tant qu'objet de (F-)D'°{'DI^ q). 

Corollaire 3.4.2. Soient £ G D^{T)\^ q) et r £ N. Alors, le complexe £ est r-surholonome dans X (resp. surholonome 
dans X) apres tout changement de base (voir \3.2J\ pour la signification de « apres tout changement de base ») si et 
seulement si pour tout entier y G Z les modules (£) sont r-surholonome dans X ( resp. surholonome dans X) apres 
tout changement de base. 

Demonstration. II decoule de 13.3.41 que les complexes r-surholonomes dans X sont holonomes. On verifie alors le 
corollaire par recurrence sur r en utilisant le fait que le foncteur dual D (resp. le foncteur extension (^T) avec T un 
diviseur de X) est acyclique sur la categoric des T)l^ ^-modules holonomes (resp. coherents et done holonomes). 

□ 

3.4.3. D'apres lAbelOl 3.8], pour tout morphisme lisse / : X ^ ^ de V-schemas formels hsses de dimension relative 
df, on dispose d'apres Abe de I'isomorphisme canonique 

/! oD ^ Bof'{df)[2df]. (3.4.3.1) 
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Proposition 3.4.4. Soient £ G D''('D^ q) ef r G N. Alors £ est surcoherent (resp. r-surholonome, resp. surholonome) 
si et seulement si, pour tout morphisme lisse f : X' X de V-schemas formels, /'(£) est surcoherent (resp. r- 
surholonome, resp. surholonome) dans X'. 

Demonstration. Le cas concernant la surcoherence resulte de la commutation de I'image inverse extraordinaire au 
foncteur de localisation (voir |Car04| 2.2.18.1]). Le cas de la r-surholonome se traite par recurrence sur r. On procede 
de maniere analogue en utilisant en plus 1' isomorphisme |374. 3 . 1 1 verifie par Abe. □ 

Corollaire 3.4.5. Soient £ G D''(D^ q) ef r G N. Alors, le complexe £ est r-surholonome (resp. surholonome) apres 
tout changement de base si et seulement si pour tout entier y G Z les modules !K-'(£) sont r-surholonome (resp. 
surholonome) apres tout changement de base. 

Demonstration. Cela decoule de l3.4.2l de la caracterisation de l3.4.4l et du fait que le foncteur /* avec / : X' — > X un 
morphisme lisse est acyclique sur la categorie des ^-modules coherents. 

□ 

Remarques 3.4.6. L'isomorphisme U.4.3. li d' Abe est necessaire afin de verifier la caracterisation l3.4!4l de la surholono- 
mie. Cependant, on aurait pu verifier directement le corollaire 13. 4. 51 a partir de l3.3.4l sans utiliser cet isomorphisme en 
reprenant les arguments d'acyclicite du foncteur dual, localisation et image inverse extraordinaire par un morphisme 
lisse. 
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